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本紙の目的は次の定理を証明することである。

定理 1 (各点Kan拡張). C, D, Iを圏とし、K : I → Cを関手とする。関手L : I → Dに
ついて、各対象 c ∈ Ob(C)に対してLc = L ◦ pr2 : (c ↓ K) → I → Dが極限 lim

←−
Lcを持っ

たとする。この時、LのKに沿った右Kan拡張RKLが存在し、自然にRKL(c) ∼= lim
←−

Lc

である。（ここで、(c ↓ K)はコンマ圏である。）

C
RKL

&&NN
NNN

NNN
NNN

NN

I

K

OO

L
//

⇓
D

この証明自体はそれほど難しいわけでもないのだが、条件を一つ一つ愚直に確かめてい
く面倒な方法しか私は知らない。本紙ではもう少し整理して、ファイバー圏の一般論を経
由した証明を試みる。結局、同程度に面倒なのだが、ファイバー圏の言葉で書き直すこと
で証明に意味が見えるかもしれない。
参考にしたのは、圏論の基礎 [3, 4]と壱大整域 [2]と nLab[1]である。
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1 随伴とKan拡張
定義 2. 次の図式で、RKLは LのKに沿った右Kan拡張で、その単位射が ϵであったと
する。

C
RKL

&&NN
NNN

NNN
NNN

NN

I

K

OO

L
//

ϵ⇓
D

F // E

関手 F : D → Eが右Kan拡張 RKLを保存するとは、F∗(ϵ)を単位射として F ◦ RKLが
F ◦ LのK に沿った右Kan拡張となることである。
LのKに沿った右Kan拡張RKLが絶対右Kan拡張であるとは、任意の関手F : D → E

が右Kan拡張 RKLを保存することである。
次の命題は、自然変換の水平合成（という基本的だが地味な概念）の説明が面倒なので、

証明を省略する。[3, 4]1 を参考してもらいたい。証明自体に難しい点はない。
命題 3. 次の図式のK が左随伴 P を持つとき、またその時に限り、IdI のK に沿った右
Kan拡張 RKIdI が存在し、K によって保存される。

C
P ∼=RK id

&&MM
MMM

MMM
MMM

MM

I

K

OO

IdI
//

ϵ⇓
I

K // C

さらにこの時、P ∼= RKIdI で、右Kan拡張 RKIdI の単位射 ϵは随伴 P a K の単位射で
あり、RKIdI は絶対右Kan拡張である。

2 ファイバー圏
定義 4 (デカルト射). 関手 p : E → B に対し、E 上の射 f : e1 → e2 がデカルト射
(Cartesian morphism)であるとは、次の図式が引き戻しになることである。

HomE(−, e1)
f∗ //

p

��

HomE(−, e2)

p

��
HomB(p(−), p(e1))

p(f)∗ // HomB(p(−), p(e2))

定義 5 (ファイバー圏). 圏B上のファイバー圏 (fibred category)またはグロタンディーク
束 (Grothendieck fibration)とは、次を満たす圏Eと関手 p : E → Bの組 (p,E)であって、
次を満たすものである。� �
E上の任意の対象 e ∈ Ob(E)およびB上の任意の射 f : · → p(e)に対し、デカルト射
f̃ : · → eであって p(f̃) = f を満たすものが存在する。� �
1この証明が載っている節のタイトル、「全ての概念はKan拡張である (All Concepts are Kan Extensions)」

は有名である。
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例 6. 関手による次の図式を考える。

C1
F // D

(F ↓ G)

OO

// C2

G

OO

この時、コンマ圏 (F ↓ G)上の対象 F (c1) → G(c2)および C1上の任意の射 · → c1に対
し、次の図式は (F ↓ G)上の射である。

·

��

F (·) //

��

G(c2) c2

id

��
c1 F (c1) // G(c2) c2

さらにこれはデカルト射である。すなわち、自然な射影 pr1 : (F ↓ G) → C1 は C1 上の
ファイバー圏である。（一方、自然な射影 pr2 : (F ↓ G) → C2はファイバー圏の双対であ
る。ファイバー圏の双対は双対束 (opfibration)などと呼ばれる。）
以下の補題は後に強い形でまとめる。

補題 7. 関手と自然変換による次の図式のうち、p : E → B がファイバー圏であったと
する。

B
R

&&NN
NNN

NNN
NNN

NN

E

p

OO

L
//

ϵ⇓
U

さらに、任意の対象 b ∈ Ob(B)に対してRb = R|{b}と ϵb = ϵ|p−1(b)の組が p|p−1(b)に沿っ
た L|p−1(b)の右Kan拡張であったとする。（すなわち、Rb

∼= lim
←−

L|p−1(b)である。）

{b}
Rb

''NN
NNN

NNN
NNN

NNN

p−1(b)

p|p−1(b)

OO

L|p−1(b)

//
ϵb ⇓

U

この時、Rは pに沿った Lの右Kan拡張 RpLである。

証明. 任意の関手 F : B → U と任意の自然変換 µ : F ◦ p → Lをとる。µが ϵを通した分
解を一意的に持つことを示せばよい。

B
F

&&NN
NNN

NNN
NNN

NN

E

p

OO

L
//

µ⇓
U

⇒

F

µ̂

��

F ◦ p
µ

!!C
CC

CC
CC

C

p∗(µ̂)
��

R R ◦ p ϵ
// L

Fb = F (b), µb = µ|p−1(b)と置く。まず、ϵ ◦ p∗(µ̂) = µを満たす µ̂ : F → Rが存在したと
すると、ϵb ◦ p∗(µ̂|{b}) = µbを満たす必要がある。Rbと ϵbが右Kan拡張を定めることか
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ら、このような µ̂b = µ̂|{b} : Fb → Rbは一意である。
{b}

Fb

''NN
NNN

NNN
NNN

NNN

p−1(b)

p

OO

L
//

µb ⇓
U

⇒

Fb

µ̂b

��

Fb ◦ p
µ

""E
EE

EE
EE

EE

p∗(µ̂b)
��

Rb Rb ◦ p
ϵb

// L

よって、µ̂は一意である。
逆に、上記の普遍性で µ̂bを定める。これが自然変換 µ̂ : F → Rを定めることを示せば
よい。B上の任意の射 h : b1 → b2をとる。示すべきは次の図式が可換となることである。

F (b1)

F (h)
��

µ̂b1 // R(b1)

R(h)
��

F (b2)
µ̂b2 // R(b2)

α = R(h) ◦ µ̂b1 , β = µ̂b2 ◦ F (h)として、α = βを示す。R2b
∼= lim
←−

L|p−1(b2)の普遍性を利
用して、ϵb2 ◦α = ϵb2 ◦ βを示せばよい。p−1(b2)上の任意の対象 e2をとる。ファイバー圏
の定義より、hのデカルト持ち上げ h̃ : e1 → e2が存在する。ϵの自然性より、次の図式が
可換である。

R(b1)

R(h)
��

R(p(e1))

R(p(h̃))
��

ϵe1 // L(e1)

L(h̃)
��

R(b2) R(p(e2))
ϵe2 // L(b2)

また、各 µ̂bi（i = 1, 2）の定義より、ϵei ◦ µ̂bi = µei である。よって µの自然性から次の図
式の外側の四角が可換である。

F (b1)

F (h)

��

µ̂b1 // R(b1)

R(h)

��

R(p(e1))

R(p(h̃))
��

ϵe1 // L(e1)

L(h̃)
��

F (b2)
µ̂b2 // R(b2) R(p(e2))

ϵe2 // L(b2)

これは ϵb2 ◦α = ϵb2 ◦βを意味している。よって、自然変換 µ̂ : F → Rの存在が言えた。

ファイバー圏の一般論について述べる。p : E → Bがファイバー圏であったとする。B

上の射 f : b1 → b2に対し、関手 Lf∗ : p−1(b2) → p−1(b1)を次のように構成する。
まず、p−1(b2) 上の各対象 e2 に対し、ファイバー圏の定義より、f のデカルト持ち上
げ f̃e2 : · → e2 が存在する。f̃e2 の始域を Lf∗(e2)とする。また、p−1(b2)上の任意の射
h : e2 → e′2に対し、f̃e′2 : Lf∗(e′2) → e′2がデカルト射であることから、p(h′) = idb1 かつ
f̃e′2 ◦h

′ = h ◦ f̃e2を満たす h′ : Lf∗(e2) → Lf∗(e′2)が唯一つ存在する。これをLf∗(h) = h′

と置く。

Lf∗(h) = h′ ∈ HomE(Lf
∗(e2), Lf

∗(e′2))
(f̃e′2

)∗
//

p

��

HomE(Lf
∗(e2), e

′
2)

p

��

h ◦ f̃e2∋

id ∈ HomB(b1, b1)
f∗ // HomB(b1, b2) f∋
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一意性を使えば Lf∗は確かに関手を定めることがわかる。
ここで、Lf∗の構成はデカルト持ち上げ f̃e2 の選び方に依存している。しかし、これを

どのように選んでも Lf∗はすべて自然同型になる。その意味で、Lf∗は f のみに依存し
て一意に定まる。さらに、次が成り立つ。

命題 8. B上の射の列 b1
f→ b2

g→ b3に対し、Lf∗ ◦ Lg∗ ∼= L(g ◦ f)∗である。

次に、B 上の各対象 b に対し、埋め込み関手 p−1(b) → E を ιb で表す。B 上の各射
f : b1 → b2に対し、f のデカルト持ち上げ族 {f̃e2}は、自然変換 θf : ιb1 ◦ Lf∗ → ιb2 を定
める。

p−1(b1)

ιb1

''OO
OOO

OOO
OOO

OO

p−1(b2)

Lf∗

OO

ιb2
//

θf ⇓
E

具体的には、(θf )e2 = f̃e2 : Lf∗(e2) → e2 で定める。自然性は Lf∗ の定義より明らかで
ある。
先ほどの補題を改良する。

定理 9. 関手による次の図式のうち、p : E → Bがファイバー圏であったとする。

B

E

p

OO

L
// U

さらに、任意の対象 b ∈ Ob(B)に対して p−1(b) → {b}に沿ったL|p−1(b)の右Kan拡張Rb

が存在したとする。（すなわち、Rb
∼= lim
←−

L|p−1(b)である。）

{b}
Rb

''NN
NNN

NNN
NNN

NNN

p−1(b)

p

OO

L|p−1(b)

//
ϵb ⇓

U

この時、pに沿った Lの右Kan拡張 RpLが存在し、RpL(b) ∼= Rbである。

証明. 関手 RpLと自然変換 ϵの組で、各 Rbと ϵbの拡張になっているものを構成すれば、
補題より結果が従う。
まずは関手 RpLを構成する。対象については RpL(b) = Rb とすればよい。B 上の射

f : b1 → b2 に対し、RpL(f) : Rb1 → Rb2 を次のように構成する。p : E → B がファ
イバー圏だから、関手 Lf∗ : p−1(b2) → p−1(b1) が定まる。これにより、極限錐 σb1 :

Rb1 → L|p−1(b1) に対し、錐 (Lf∗)∗(ϵb1) : Rb1 → L|p−1(b1) ◦ Lf∗ が定まる。また、自然
変換 L∗(θf ) : L|p−1(b1) ◦ Lf∗ → L|p−1(b2) が存在するので、錐 L∗(θf ) ◦ (Lf∗)∗(ϵb1)は射
Rb1 → Rb2 を導く。これを RpL(f)と置く。
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また、自然変換 ϵ : RpL ◦ p → Lを、次のように構成する。E上の任意の対象 eに対し、
ϵe = ϵ

p(e)
e : Rp(e) → L(e)と置く。これが自然変換を定めることを示すため、E上の任意の

射 f̃ : e1 → e2をとる。次の図式が可換であることを示せばよい。

RpL(p(e1))

RpL(p(f̃))
��

ϵe1 // L(e1)

L(f̃)
��

RpL(p(e2))
ϵe2 // L(e2)

ここで、f̃はデカルト射であると仮定してよい。実際、ファイバー圏の定義より、f̃ = k◦l
なる分解で k : e′1 → e2がデカルト射、p(l) = ide1なるものが存在する。よって、次の図式
が可換であることを示せばよいが、このうち上の四角の可換性は ϵp(e1)の自然性から従う。

RpL(p(e1))
ϵe1 // L(e1)

L(l)

��
RpL(p(e

′
1))

RpL(p(k))

��

ϵe′1 // L(e1)

L(k)

��
RpL(p(e2))

ϵe2 // L(e2)

以下、f̃ はデカルト射であると仮定する。f = p(f̃) : b1 → b2と置く。この時、f̃ は f

のデカルト持ち上げであるので、Lf∗(h)の定義に用いたデカルト持ち上げの族 {f̃e}のう
ち、f̃e2 = f̃ としてよい。
今、RpL(f)は錐σ = L∗(θf )◦(Lf∗)∗(ϵb1) : Rb1 → L|p−1(b1)◦Lf∗ → L|p−1(b2)によって導

かれる射であった。特に、対象 e2の上ではL∗(θf )e2 = L(f̃e2) = L(f̃), (Lf∗)∗(ϵb1)e2 = ϵb1e1
である。すなわち、次の図式が可換である。

RpL(p(e1))

RpL(p(f̃))
��

ϵe1 //

σe2

%%LL
LLL

LLL
LL

L(e1)

L(f̃)
��

RpL(p(e2))
ϵe2 // L(e2)

以上により、自然変換 ϵ : RpL ◦ p → Lが構成された。
ここで構成した関手 RpLおよび自然変換 ϵは、構成より明らかに各 Rb と ϵb の拡張に
なっている。
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3 主定理の証明
証明. 次の図式を考える。ただし、K̂ : I → (C ↓ K)は c 7→ (K(c), id,K(c))で定める。

{c} �
� // C

Rpr1 (L◦pr2)∼=RKL

��

(c ↓ K)

OO

� � // (C ↓ K)

pr1

OO

L◦pr2

''OO
OOO

OOO
OOO

OOO

pr2

��
(c ↓ K)

pr2 / /

Lc

55I

K̂

OO

L
// D

pr2 a K̂だから、命題 3より、L◦pr2はLの K̂に沿った右Kan拡張である。また、仮定よ
り定理 9が使えるので、L◦pr2の pr1に沿った右Kan拡張Rpr1(L◦pr2)が存在し、自然に
Rpr1(L ◦ pr2)(c) ∼= lim

←−
Lcである。右Kan拡張の合成は右Kan拡張なので、Rpr1(L ◦ pr2)

は LのK = pr1 ◦ K̂ に沿った右Kan拡張である。
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