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記号一覧

R :実数全体の集合, I :閉区間
R>0 :正の実数全体の集合,Z>0 :正の整数全体の集合
M,N, S, T,… :多様体
f, g,… : (滑らかな)写像
πM : TM →M :M の接ベクトル束
π1(M) :M の基本亜群
L,Lα :葉
F = {Lα}α∈A :葉層構造
dim(F) : F の次元, codim(F) : F の余次元
L def

= {Lα|α ∈ A} :葉空間
π :M → L :商写像
gSubL :次のような圏 (ただし、L ∈ L)
対象 ([N ], x) : [N ]は Lと点 xで横断的に交わる codim(F)次元部分多様体N の芽
射 [f ] : ([N1], x) → ([N2], y) : f(x) = yなる滑らかな写像 f : N1 → N2の芽

holS̄ : π1(L) → gSubL :ホロノミー表現

HS̄
def
= Im(holS̄) :ホロノミー亜群
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1 葉層の基本と導入

定義 1. 　 n次元多様体M 上の次元 kの (または余次元 n− kの)葉層構造とは、単射で
はめ込まれた k次元連結部分多様体からなる集合 F = {Lα ⊂ M}α∈Aであって次を満た
すものである。

(i) M =
⨿
α∈A

Lα

(ii) ∀p ∈M に対して p周りの座標近傍 ∃(U, ϕ)で次を満たすものが存在する。
U ∩ Lα ̸= ∅なる各 α ∈ Aと U ∩ Lαの各連結成分Qに対し ∃!c ∈ Rn−k s.t.Q =

ϕ−1(Rk × {c})
　このとき、各LαをFの葉という。また、Fに商位相を入れたものを葉空間ともいう。
　 (ii)のような座標近傍を葉層座標近傍と呼び、Qを切片と呼ぶ。

注意 2. 各葉 Lαの包含写像 Lα ⊂M は単射はめ込みであるが、埋め込みである必要はな
い。すなわち、Lα上の多様体としての位相はM から導かれる相対位相と一致するとは限
らない。

定義 3. 　 n次元多様体M 上の次元 kの (または余次元 n− kの)分布とは、接束の階数
kの部分束D ⊂ TM のことである。
　Dが積分可能であるとは、Dに接する次元 kの葉層構造が存在することである。

　積分可能な分布と葉層構造はしばしば同一視して同じ記号で表す。Frobeniusの定理
は基本である。

事実 4 (Frobenius). 　次元 kの分布Dについて、次は同値である。
(i) Dは積分可能である。
(ii) 局所的に Dを張る任意の一時独立なベクトル場 ∀X1,…,∀Xk に対し、[Xi, Xj ] ∈

D(∀i, j)を満たす。
(iii)局所的にDを張る一時独立なベクトル場 ∃X1,…,∃Xkであって、[Xi, Xj ] ∈ D(∀i, j)

を満たすものが存在する。

(iv) 局所的に D =
n−k∩
i=1

Ker(ωi)と表せる任意の一時独立な微分形式 ω1,…, ωn−k に対

し、(n− k)2個の微分形式 ∃ηij s.t. ωi =

n−k∑
j=1

ηij ∧ ωj が存在する。

(v) 局所的にD =
n−k∩
i=1

Ker(ωi)と表せる一時独立な微分形式 ∃ω1,…,∃ ωn−kおよび (n−

k)2個の微分形式 ∃ηij s.t. ωi =
n−k∑
j=1

ηij ∧ ωj が存在する。

　葉層座標近傍について、次の性質が成り立つ。

命題 5. (U, ϕ)を葉層座標近傍、V ⊂ U を開集合、K ⊂ V をコンパクト集合とする。Kが
(U, ϕ)のただ一つの切片に含まれるとき、Kを含む開集合 ∃W ⊂ V であって、(W,ϕ|W )が
葉層座標近傍となるものが存在する。さらに、開円盤 ∃V1 ⊂ Rkおよび開集合 ∃V2 ⊂ Rn−k

を用いて ϕ(W ) = V1 × V2と表せる。
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証明. まず、K は一つの切片に属するので、∃!c ∈ Rn−k s.t.K ⊂ ϕ−1(Rk × {c})である。
ϕ(K) ⊂ ϕ(V ) ⊂ Rn はコンパクトだから、δ def

= 1
2d(ϕ(V ),Rn − ϕ(V )) > 0である。(た

だし、dは通常のユークリッド距離とする。)そこで、V1
def
= {x ∈ Rk|d(x, c) < δ}, V2

def
=

{x ∈ Rn−k|d(x, ϕ(V )) < δ},W def
= ϕ−1(V1 × V2)とすればよい。

　これからやることは、葉層構造のホロノミーを定義することである。
　M を多様体、F = {Lα ⊂M}α∈AをM 上の葉層構造、LをF の葉空間 (集合として

は L = F)とする。一つの葉 L ∈ Lに対して、gSubL1 を次のような圏として定義する。

• 対象 ([N ], x) : [N ]は Lと点 xで横断的に交わる codim(F)次元部分多様体N の芽

• 射 [f ] : ([N1], x) → ([N2], y) : f(x) = yなる滑らかな写像 f : N1 → N2の芽

　ホロノミー表現は、ある方法で定義される、葉 Lの基本亜群 π1(L)から gSubLへ伸び
る関手である。これを定義するため、L上の各道に対して gSubLの射を対応させたい。

2 ホロノミー

　ホロノミー表現を一般的に定義する前に、予備的な定義を述べる。

定義 6. 　葉 L ∈ Lと ([S], x), ([T ], y) ∈ Ob(gSubL)を固定する。xと yを結ぶ L上の道
γ : I → Lに対し、Im(γ) ⊂ Uなる葉層座標近傍 (U, ϕ)が存在するとき、hol([S],x),([T ],y)(γ) :

([S], x) → ([T ], y)を次のように定義する。

　 k
def
= codim(F)とし、pr1 : Rn = Rn × Rn−k → Rk を射影とする。S ∈ [S], T ∈ [T ]を

十分小さくとると、hS
def
= pr1 ◦ ϕ|S : S → Rk, hT

def
= pr1 ◦ ϕ|T : T → Rk は埋め込みとし

てよい。さらに Sを小さく取り直すことにより、fS,T
def
= h−1

T ◦ hS : S → T が定まる。そ
こで、hol([S],x),([T ],y)(γ)を fS,T の芽として定義する。

補題 7. 　
(i) hol([S],x),([T ],y)(γ) : ([S], x) → ([T ], y)は ([S], x)と ([T ], y)のみに依存する。
(i.e. 葉層座標近傍 (U, ϕ)のとりかたに依存しない。)

(ii) hol([S2],x2),([S3],x3)(γ2) ◦ hol([S1],x1),([S2],x2)(γ1) = hol([S1],x1),([S3],x3)(γ1 · γ2)
(iii) γ0 と γ1 は端点を固定する L上のホモトピー {γt}t∈[0,1] によってホモトピックで

あったとする。すべての Im(γt)を含む葉層座標近傍が存在したとき、hol([S],x),([T ],y)(γ0) =

hol([S],x),([T ],y)(γ1)

証明. 　
(i)　 Im(γ) ⊂ U,U ′なる葉層座標近傍 (U, ϕ), (U ′, ϕ′)が存在したとする。ここで、命題５
より、Im(γ) ⊂ V ⊂ U ∩U ′なる開集合 V で、(V, ϕ)が葉層座標近傍になるようにとれる。

1 記号は何でもよいのだが、部分多様体 (Submanifolds)の芽 (germs)の圏という意味でこの記号を用い
た。
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このとき、次の図式を可換にする滑らかな写像 ιがただ一つ存在する。

ϕ(V )
ϕ′◦ϕ−1

//

pr1

��

ϕ′(U ′)

pr1
��

pr2(ϕ(V ))
ι // Rk

　実際、各 c ∈ pr2(ϕ(V ))に対応する切片 Q ⊂ (V, ϕ)がただ一つ定まり、切片 Qの連結
性からQ ⊂ Q′なる切片Q′ ⊂ (U ′, ϕ′)がただ一つ定まる。これに対応する定数 c′ ∈ Rkが
ι(c)であるので、ιは well-definedである。
　そこで、次の写像の芽による可換図式を考えれば、ホロノミーが葉層座標近傍によらな
いことがわかる。

S
hS //

h′
S ��@

@@
@@

@@
Rk

ι

��

h−1
T

��@
@@

@@
@@

@

Rk

h′−1
T

// T

(ii) , (iii) 明らか。

　いよいよ一般的な場合の定義を述べる。

定義 8. 　葉 L ∈ Lと ([S], x), ([T ], y) ∈ Ob(gSubL)を固定する。xと yを結ぶ L上の道
γ : I → Lに対し、hol([S],x),([T ],y)(γ) : ([S], x) → ([T ], y)を次のように定義する。
　十分細かい I の分割 {t0 < t1 < … < tl} および葉層座標近傍族 {(Ui, ϕi)}1≤i≤l を

とって、Ii
def
= [ti−1, ti], γi

def
= γ|Ii とおき、Im(γi) ⊂ Ui を満たすものをとる。さらに、

xi
def
= γ(ti) (とくに x = x0, y = xl)とし、([Si], xi) ∈ Ob(gSubL) (1 ≤ i ≤ l − 1.ただし

、([S0], x0)
def
= ([S], x), ([Sl], xl)

def
= ([T ], y))をとる。そこで、

hol(γ) = hol([S],x),([T ],y)(γ)
def
= hol([Sl−1],xl−1),([Sl],xl)(γl) ◦… ◦ hol([S0],x0),([S1],x1)(γ1)

とする。

補題 9. 　
(i) hol([S],x),([T ],y)(γ) : ([S], x) → ([T ], y)は ([S], x)と ([T ], y)のみに依存する。
(i.e. I の分割 {t0 < t1 < … < tl}、葉層座標近傍族 {(Ui, ϕi)}1≤i≤l および中継する

多様体の芽 ([Si], xi) (1 ≤ i ≤ l − 1)のとりかたに依存しない。)

(ii) hol([S2],x2),([S3],x3)(γ2) ◦ hol([S1],x1),([S2],x2)(γ1) = hol([S1],x1),([S3],x3)(γ1 · γ2)
(iii) γ0 と γ1 は端点を固定する L上のホモトピー {γt}t∈[0,1] によってホモトピックで

あったとする。このとき、hol([S],x),([T ],y)(γ0) = hol([S],x),([T ],y)(γ1)

証明. (i) Iの分割が二つ与えられたとき、その共通細分をとることができる。あとは補題
７の (i),(ii)より明らか。
(ii) も明らか。
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(iii) I2 の分割 {t0 < t1 < … < tl}, {s0 < s1 < … < sm} および葉層座標近傍族
{(Uij , ϕij)}1≤i≤l,1≤j≤m をとって γt([sj−1, sj ]) ⊂ Uij(

∀t ∈ [ti−1, ti])を満たすようにする。
あとは補題７の (iii)より明らか。

定義 10. 　写像 S̄ : L→ Ob(gSubL)であって、S̄(x) = ([Sx], x)と表せるものを固定する。
S̄ に関するホロノミー表現とは次のように定義される関手 hol = holS̄ : π1(L) → gSubL

である。
　 holS̄([γ])

def
= holS̄(x),S̄(y)(γ) (ただし、x, yはγの端点。)

また、HS̄
def
= Im(holS̄)をホロノミー亜群という。さらにHS̄ の対象を S̄(x)に制限した充

満部分圏は群になるが、これをホロノミー群といい、HS̄(x)と書く。

注意 11. HS̄(x)は S̄(x)のみに依存し、x以外の点における S̄の値に依存しない。

命題 12. 　二つの写像 S̄, T̄ : L→ Ob(gSubL)について、S̄(x) = ([Sx], x), T̄ (x) = ([Tx], x)

と表せるとする。このとき、二つの関手 holS̄ , holT̄ : π1(L) → gSubLは自然同型である。

証明. 　各 x ∈ Lに対して xにとどまり続ける道を γx と表し、τx
def
= holS̄(x),T̄ (x)(γx) :

S̄(x) → T̄ (x)とする。x 7→ τxが自然同型であることは補題９より明らか。

3 応用

命題 13. p : E →M をファイバー束とし、F をE上の k = dim(M)次元葉層構造で、す
べての葉がファイバーに横断的に交わるとする。∀x ∈M,∀ e ∈ p−1(x)に対し、xまわりの
座標近傍 (U, ϕ)および eまわりの葉層座標近傍 (Û , ϕ̂)で、次を満たすものが存在する。
　 n = dim(E)とする。開集合 V ⊂ Rn−k を用いて ϕ̂(Û) = ϕ(U)× V と表せ、次の図式
が可換である。

Û
ϕ̂ //

p

��

ϕ(U)× V

pr1

��
U

ϕ
// ϕ(U)

証明. eまわりの葉層座標近傍 (Ŵ , ψ̂)をとる。f def
= p× (pr2 ◦ ψ̂) : Ŵ →M ×Rn−kはE

上で微分が非退化だから、eまわりの開集合 Ŵ ′ ⊂ Ŵ および xまわりの座標近傍 (W,ψ)

をとって、f |Ŵ ′ : Ŵ ′ → W × Rn−k は開埋め込みとしてよい。ここで、p|Ŵ ′ : Ŵ ′ → W

は全射としてよい。U ⊂ W を xまわりの開円盤として、ϕ def
= ψ|U とする。このとき、

Û
def
= f−1(U ×Rn−k), ϕ̂

def
= (ϕ× id) ◦ f |Û とすれば (Û , ϕ̂)は eまわりの葉層座標近傍であ

り、条件を満たす。

次の命題2 を証明なしに認める。

命題 14. 葉空間へ延びる商写像 π :M → Lは開写像である。
2 [3]の定理 4.10
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ホロノミー表現を用いて、定理１６が証明できるが、その前に補題を一つ準備しておく。

補題 15. 　 Gを次のような有限亜群 (対象と射がともに有限個)とする。

• 各対象 ([M ], x)は多様体M の点 x ∈M における芽 [M ]と xの組。

• 各射 [f ] : ([M ], x) → ([N ], y)は f(x) = yなる微分同相写像 f :M → N の xにおけ
る芽。

　さらに、G の各射 σ ∈ Arr(G)に対して、代表元 fσ : (Mσ, xσ) → (Nσ, yσ)が与えられ
ていたとする。すなわち、σ = [fσ] : ([Mσ], xσ) → ([Nσ], yσ)を満たす。
　このとき、各対象O ∈ Ob(G)から代表元 (MO, xO)への対応であって、次を満たすもの
が存在する。

(i) Gの任意の射∀σ : O → Pに対し、(MO, xO) ⊂ (Mσ, xσ), (MP , xP ) ⊂ (Nσ, yσ).fσ(MO) =

MP

(ii) Gの射 σ1 : O1 → O2, σ2 : O2 → O3に対し、fσ2◦σ1 |MO1
= fσ2 ◦ (fσ1 |MO1

)

証明. Gの各射 σ : O → P に対し、M ′
σ ⊂

∩
σ1:P→P ′

Mσ1◦σ∩f−1
σ (Nσ∩Mσ1)かつ fσ1◦σ|M ′

σ
=

fσ1 ◦ (fσ|M ′
σ
) なる M ′

σ ∈ O をとり、N ′
σ

def
= fσ(M

′
σ) とする。とくに σ = idO のとき、

fidO |M ′
idO

= fidO ◦ (fidO |M ′
idO

)より fidO |M ′
idO

= idM ′
idO
である。

G の各対象 O に対して、M ′
O ⊂

∩
σ1:P1→O,σ2:O→P2

(Nσ1 ∩Mσ2)なるM ′
O ∈ O をとる。こ

のとき、σ : O → P に対し、idM ′
O

= fidO |M ′
O

= fσ−1 ◦ (fσ|M ′
O
), idM ′

P
= fidP |M ′

P
=

fσ ◦ (fσ−1 |M ′
P
)を満たす。MO

def
=

∩
σ1:P1→O,σ2:O→P2

(fσ1(M
′
P1
)∩ f−1

σ2
(M ′

P2
))とする。これは

条件を満たす。

定理 16. 多様体M 上の葉層構造 F および一つの葉 L ∈ Lについて、Lがコンパクトか
つホロノミー亜群が局所有限 (二つの任意の対象に対して、その間の射が有限個)と仮定
する。このとき、∀([S], x) ∈ Ob(gSubL)およびM 上の任意の開集合 ∀V ⊂M であって L

を含むものに対して、次を満たす L上の Lまわりの開集合 ∃Ũ ⊂ Lが存在する。
(i) π−1(Ũ) ⊂ V

(ii) ∃S ∈ [S],∃G ⊂ Aut(S, x) :部分群 s.t. S ⊂ π−1(Ũ), G→ H([S],x); f 7→ [f ]は同型
(iii) S/G ∼= Ũ ; [y] 7→ π(y)

証明. E ⊂ V をLの管状近傍とし、p : E → Lを標準的な射影とする。すなわち、p : E → L

はベクトル束の構造を持つ。M 上のリーマン計量を固定すれば p : E → Lは法束と測地
線写像を通して (0切断の近傍では)同型としてよい。そこで、S ∈ [S]が全測地的である
ようなリーマン計量をとれば、Sは p : E → Lの x上のファイバーとみなしてよい。さら
にEを小さく取り直して、各ファイバーはすべての葉と横断的に交わると仮定してよい。
　命題１３とLがコンパクトであることから、Eに含まれる有限個の葉層座標近傍による
Lの被覆 {(Ûi, ϕ̂i)}iと、同じ添え字を持つ Lの座標近傍系 {(Ui, ϕi)}で、次を満たすもの
がとれる。
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• 各 iに対して、開集合 Ωi ⊂ Rn−k を用いて ϕ̂i(Ûi) = ϕi(Ui)× Ωiと表せ、次の図式
が可換である。

Ûi
ϕ̂i //

p

��

ϕi(Ui)× Ωi

pr1

��
Ui

ϕi

/ / ϕi(Ui)

　さらに、L 上にリーマン計量を固定して各 Ui を凸円盤としてとれば、任意の i, j に
対して Uij

def
= Ui ∩ Uj は空集合でなければ開円盤としてよい。後のため、ϕij

def
= ϕj ◦

(ϕi|Uij )
−1, Ûij

def
= Ûi ∩ Ûj , ϕ̂ij

def
= ϕ̂j ◦ (ϕ̂i|Ûij

)−1と定義しておく。

　固定しておいた ∀([S], x) ∈ Ob(gSubL)について、添え字 iの順番を入れ替えて x = x0 ∈
U0としてよい。さらに各 iに対して xi ∈ Uiを一つとり、Si

def
= p−1(xi) ∩ Ûiとする。

　 I def
= {ij = (i, j) |i ̸= j, Uij ̸= ∅}として添え字の集合を用意する。各 k ∈ I に対し、

k = (i(k), j(k)), k̄
def
= (j(k), i(k))と表す。

∀k ∈ Iに対し、開集合 ∃Ωk ⊂ Rn−kを用いて ˆϕi(k)(Ûk) = ϕi(k)(Uk)×Ωkと表せる。さらに

各 k ∈ Iに対し、S1
k

def
= Si(k)∩ϕ̂−1

i(k)(ϕi(k)(Ui(k))×Ωk), S
2
k

def
= Sj(k)∩ϕ̂−1

j(k)(ϕj(k)(Uj(k))×Ωk)

として、次の写像の合成を gk : S1
k → S2

k とする。

S1
k

ϕ̂i(k) // {xi(k)} × Ωk

∼= // {xj(k)} × Ωk

ϕ̂−1
i(k) // S2

k

　ホロノミー亜群の充満部分亜群で、対象を {([Si], xi) |i}に制限したものを Gと書く。こ
のとき、各Uiを凸円盤としたことから、各 σ ∈ Gは gkの芽の合成として表せる。そこで、
各 σ ∈ G の代表元 hσ : (Sσ, xσ) → (Tσ, yσ)を、gk ∈ σならば hσ = gk を満たすように選
ぶ。補題１５より、([Si], xi)の代表元 (S̃i, xi)であって、次を満たすものが存在する。

G の任意の射 ∀σ : ([Si], xi) → ([Sj ], xj) に対し、(S̃i, xi) ⊂ (Sσ, xσ), (S̃j , xj) ⊂
(Tσ, yσ).hσ(S̃i) = S̃j

Gの射σ1 : ([Si1 ], xi1) → ([Si2 ], xi2), σ2 : ([Si2 ], xi2) → ([Si3 ], xi3)に対し、hσ2◦σ1 |S̃i1
=

hσ2 ◦ (hσ1 |S̃i1
)

　 ϕ̂i(S̃i) = {ϕi(xi)} × Ω̃i と表し、V̂i
def
= ϕ̂−1

i (ϕi(Ui) × Ω̃i) とする。また、G の各射
σ : ([Si], xi) → ([Sj ], xj)に対して fσ

def
= hσ|S̃i

とする。そこで、{S̃i |i}を対象、{fσ |σ}を
射とする亜群 G̃が定まり、G̃ → G; f 7→ [f ]は同型である。S def

= S̃0として、G̃の対象 Sに
おける自己同型群をGとすれば、Gは Aut(S, x)の部分群であり、G → H([S],x); f 7→ [f ]

は同型である。
　 Ũ

def
= π(S) = π(V̂0)とすると、命題１４よりこれは開集合である。これが (i),(ii),(iii)の

条件を満たすことを確認する。
(i)

　 ∀z ∈ π−1(Ũ)をとる。このとき、L′ def
= π(z)とすれば、これは z ∈ L′, L′ ∩ S ̸= ∅を満

たす葉である。w ∈ L′ ∩ Sを一つとると、L′は弧状連結だから、wと zを結ぶ L′上の道
γ′ : I → L′がとれる。I ′ def

= {t ∈ I |∃i s.t. γ′(t) ∈ V̂i}とすると、I の連結性より I ′ = I で
ある。すなわち、∃i s.t. z ∈ V̂i ⊂ E ⊂ V である。
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(ii)は既に示されている。
(iii)

　 [y] 7→ π(y)が全単射であればよい。全射であることと well-definedであることは明ら
か。単射性を示す。
　 y, z ∈ Sについて、π(y) = π(z)と仮定する。すなわち yと zは同じ葉L′ def= π(y)に属す
るので、yと zを結ぶ L′上の道 γ′ : I → L′がとれる。(i)と同様に、Im(γ′) ⊂

∪
i

V̂i ⊂ E

である。γ def
= p ◦ γ′ : I → Lとすると、これは xを基点とする L上のループである。

σ
def
= hol(γ)とすれば、z = fσ(y)

系 17. 多様体M 上の葉層構造 F について、すべての葉がコンパクトかつホロノミー亜
群が自明と仮定する。このとき、商写像 π : M → Lが沈め込みとなるような、葉空間 L
上の多様体構造がただ一つ存在する。

定理 18. 定理１６のとき、さらに、∀L′ ∈ Ũ は Lを被覆して、
Ker[hol : π1(L, x) → H([S],x)] ⊂ π1(L

′, x′) ⊂ π(L, x)を満たす。

証明. 　管状近傍の標準的な射影 p : E → Lを L′に制限すれば、L′が各ファイバーに横
断的に交わることから、これは被覆写像を定める。また、∀[γ] ∈ Ker(hol)に対し、γのL′

への持ち上げを γ̃ とすれば、γ̃(1) = hol(γ)(γ̃(0)) = γ̃(0)である。よって [γ̃] ∈ π1(L
′, x′)

である。

系 19. 多様体M 上の葉層構造F について、すべての葉がコンパクトかつホロノミー亜群
が局所有限と仮定する。このとき、商写像 π : M → Lが orbifold束を定めるような、葉
空間 L上の orbifold構造がただ一つ存在する。
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