
ホモトピー原理 (h-principle)

山﨑 晃司　東京工業大学

2021年 12月 30日



2

記号一覧

Set：集合と写像の圏
sSet：単体的集合の圏
Top：位相空間と連続写像の圏
Mfd：滑らかな多様体と滑らかな写像の圏
PSh(U ) = PSh(U ;Set)：（集合を値に持つ）U 上の前層と自然変換の圏
Sh(U ) = Sh(U ;Set)：（集合を値に持つ）U 上の層と自然変換の圏
PSh(U ;C )：圏 C に値を持つU 上の前層と自然変換の圏
PSh∗(U ;C )：圏 C に値を持つU 上の添加前層と自然変換の圏
Sh(U ;C )：圏 C に値を持つU 上の層と自然変換の圏
pqTop：前擬位相空間と前擬連続写像の圏
qTop：擬位相空間と擬連続写像の圏
UU：U の U 上のスライス圏
(F/G)：図式 · F→ · G← ·のコンマ圏
Nat(−,−)：自然変換の集合
F a G : C → D：左随伴関手 F : C → D と右随伴関手G : D → C からなる随伴
Singq(X)：位相空間X に付随する擬位相空間
cl(A)：Aの閉包
int(A)：Aの内部
A ⋐ B：cl(A) ⊂ Bが成り立つ
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第0章 導入

ホモトピー原理 (homotopy principle)または h-principleとは、トポロジーの手法を応
用して偏微分不等式/方程式の問題を解く強力な道具である。岡潔 [18]は Cousin問題解
決の中で、ある種の複素解析的問題の可解性が位相的問題の可解性に帰着されることを示
した。これは現在では岡の原理 (Oka principle)と呼ばれているものだが、ここに既にホ
モトピー原理の哲学の萌芽があったと言える。岡の原理のアイデアは後にGrauert [6]に
よって非可換の場合まで拡張される。一方、代数幾何の方面では Cartanらの手によって
“連接層”の理論として発展していくことになるのだが、こちらはあまり触れないことにす
る。岡の原理がNashの研究に影響を与えたかどうかは定かではないが、Nashの埋め込み
定理 [16]の証明の中で、解析的問題の可解性を位相的問題の可解性に帰着するというアイ
デアが再び現れる。これは後にHirsch [10]や Smale [27, 26]らの研究へ直接影響を与え、
多様体のはめ込みに関するホモトピー原理として、ホモトピー原理の原型がここに完成す
る。これは現在では Hirsch-Smaleのホモトピー原理と呼ばれている。Hirsch-Smaleのホ
モトピー原理や、後の Phillips [19]のホモトピー原理を完全に包含する形で、Gromov [7]

は偏微分不等式に関するホモトピー原理を証明した。これがGromovのホモトピー原理で
ある。Gromov [8]はさらに、自身の著書の中で層理論的ホモトピー原理 (sheaf theoritic

h-principle)を定義し、Hirschや Smaleらの証明の手法を抽象的に見直した。ここまでが、
現在までのホモトピー原理の “理論”として整備されている範囲である。
Haefliger [9]はGromov-Phillipsのホモトピー原理と亜群の分類空間の理論を組み合わ

せることにより、葉層構造に関するホモトピー原理を示した。Haefligerの定理はGromov

の定理に真に包含されないホモトピー原理のモデルである。一方、岡の原理の直接の一般
化であるGrauertの原理もまた、Gromovの定理に真に包含されない。しかし、Grauert

らの研究はGromovの研究と互いに影響を与えあう関係になっており、実際、その証明の
多くは非常に似通っているし、証明の一部はGromov自身によって手が加えられている。
(そのため、結果の一部は岡-Grauert-Gromovの原理と呼ばれている。) 私の目標はこれら
を統一することだが、2021年 9月現在、統一理論はまだ完成していない。そこで本書では、
統一理論のアイデアとともに、その困難についてまとめていく。簡単に言えば、Haefliger

の定理を統一するためにはGromov理論を圏化する必要があり、Grauertの原理を統一す
るためには底空間を位相空間からG-位相空間 (またはトポス)まで拡張する必要があると
思われる。ここで、Gromov理論とは層理論的ホモトピー原理のことであるが、Gromov

理論を圏化するとは層の代わりに園 (stack)を用いるということである。また、層の理論
を扱う上で位相空間をトポスに置き換えることもまた自然であろう。本書のキーワードの
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関係を図にまとめておこう。

岡の原理

��

��

凸積分

Nashの埋め込み定理

��

ffffffffffffff

33ffffffffff

Phillipsのホモトピー原理

++WWWW
WWWWW

WWWWW
WWWWW

WW

��

Hirsch-Smaleのホモトピー原理oo

��

Grauertの原理

��

Haefligerのホモトピー原理

��

Gromovのホモトピー原理oo

��

ss

33

層理論的ホモトピー原理

ssggggg
ggggg

ggggg
ggggg

g

++XXXX
XXXXX

XXXXX
XXXXX

XXX

園理論的ホモトピー原理

++WWWW
WWWWW

WWWWW
WWWWW

WW
トポス理論的ホモトピー原理

ssfffff
fffff

fffff
fffff

ff

∞-トポス理論的ホモトピー原理

ホモトピー原理のアイデアを遡れば岡の原理に辿り着くが、層のアイデアを遡ればやはり
岡による “不定域イデアル”に辿り着く。ここに岡潔の数学が再び合流するのである。

[8]を読んで勉強したことをまとめる予定です。部分的に [5]などを参考にする予定です。

0.1 ホモトピー原理とは？
次の偏微分不等式Rを考える。

f(x, y, ∂y∂x ,
∂2y
∂x2

, · · · , ∂
ry
∂xr ) > 0 · · · R

偏微分方程式でもよいのだが、実用上、偏微分不等式を考えることが多いため、これに倣
う。目標は偏微分不等式の解を見つけることである。そこで、問題を次の 2ステップに分
ける。

1. 偏微分不等式の “形式的解”を見つける。

2. “形式的解”をホモトピーによって厳密解へ変形する。

“’形式的解’の詳細な定義には Jet束を必要とするため、こちらは後回しにするとして、こ
こでは次のように考えてよいものとする。
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定義 0.1.1. 偏微分不等式Rの形式的解 (formal solution)とは、r + 1個の連続な写像の
組 (s(x), s1(x), s2(x), · · · , sr(x))で、次を満たすものである。

f(x, s(x), s1(x), s2(x), · · · , sr(x)) > 0

この定義は非常に弱いものであるため、形式的解は多くの場合すぐに見つかる。そのた
め、形式的解が厳密解へと変形可能かどうかが問題になる。

定義 0.1.2. 偏微分不等式Rがホモトピー原理 (h-principle)を満たすとは、任意の形式的
解がホモトピーによって厳密解へと変形可能であることを言う。偏微分不等式 Rがパラ
メトリック・ホモトピー原理 (parametric h-principle)を満たすとは、形式的解の空間が厳
密解の空間と弱ホモトピー同値であることを言う。

ホモトピー原理を満たすことが解の存在に対応するとすれば、パラメトリック・ホモト
ピー原理を満たすことは解の (条件に対する)一意性までをも要求することに対応する。こ
れは非常に強い条件であるが、Gromovは、実用性の高い一般的な条件の下でこの性質を
示した。

0.2 ホモトピー原理の萌芽
0.2.1 岡の原理とGrauertの定理
複素多様体X 上の、至る所で 0をとらない正則関数の層をO∗X と書く。同様に、X 上

の、至る所で 0をとらない連続関数の層を C∗X と書く。層の包含O∗X ⊂ C∗X は層係数コホ
モロジーの間の射H∗(X;O∗X)→ H∗(X; C∗X)を導く。岡の原理は次の形で与えられる。

定理 0.2.1 (岡の原理 [18]). X を Stein多様体とすると、H1(X;O∗X)→ H1(X; C∗X)は同
型である。

層O∗X は C∗(∼= GL1(C))に値を持つ正則写像の層と見なせる。同様に、層 C∗X は C∗(∼=
GL1(C))に値を持つ連続写像の層と見なせる。よって、H1(X;O∗X)はX上の正則複素直
線束の正則同型類に一致し、H1(X; C∗X)はX 上の C0-概複素直線束の連続同型類に一致
する。すなわち、上記の定理は次のように言い換えることもできる。

系 0.2.2. X を Stein多様体とすると、X 上の任意の C0-概複素直線束に対し、それと同
型な正則複素直線束が正則同型を除いてただ一つ存在する。

GL1(C)はアーベル群であるため、これらの定理の証明には層係数コホモロジーの豊富
な技術が使える。一方、一般のGLn(C)は非可換群である。Grauertは一般のGLn(C)で
も同様の主張がなおも成り立つことを示した。

定理 0.2.3 (Grauert [6]). X を Stein多様体とすると、X 上の任意のC0-概複素ベクトル
束に対し、それと同型な正則複素ベクトル束が正則同型を除いてただ一つ存在する。



10 第 0章 導入

0.2.2 Nashの埋め込み定理
Nashは任意のリーマン多様体が十分次元の高いユークリッド空間の中へ等長的に埋め

込めることを示した。Nashの定理はまずC1-級において示され、後に任意のCr-級でも成
り立つように拡張された。C1-級の埋め込みの発見には、次の主張が肝になっている。

定理 0.2.4 (Nash [16]). M をリーマン多様体とする。dim(M) < nならば、C1-等長はめ
込みM → Rnはパラメトリック・ホモトピー原理を満たす。すなわち、C1-等長はめ込み
の空間は形式的等長はめ込みの空間と弱ホモトピー同値である。

奇妙に思われるかもしれないが、C1-等長はめ込みは曲率を保たないため、このような
可撓性を持つ。一方、r ≥ 2の時はもちろん、Cr-級等長はめ込みはより窮屈である。Cr-
級埋め込みの発見には、現在では凸積分 (convex integration)と呼ばれる技法が使われる。

定理 0.2.5 (Nash [17]). Cr-等長はめ込みはホモトピー原理を満たす。すなわち、任意の
形式的等長はめ込みはホモトピーによって Cr-等長はめ込みへと変形可能である。

0.2.3 Hirsch-Smaleのホモトピー原理
Smaleによって示された以下の定理は、非数学者の間でも有名である。これはもちろん、

数学者にとっても驚くべき結果であった。

定理 0.2.6 (Sphere eversion (Smale [27])). R3内の標準的な二次元球面は、折り曲げるこ
となく (すなわち、はめ込みのホモトピーによって)裏返すことができる。

上記の定理は、はめ込み S2 ↬ R3 のホモトピー類を分類した系として得られている。
はめ込みのホモトピー類の分類は Smale [26]自身によって高次元化され、さらに Hirsch

[10]によって任意の多様体まで一般化された。多様体のはめ込みのホモトピーの分類は
Hirsch-Smaleのホモトピー原理と呼ばれている。

Hirsch-Smaleのホモトピー原理を正確に述べるため、形式的はめ込みを定義する。M , N

を多様体とする。形式的はめ込みM → N とは、連続写像 f :M → N と、f 上の連続なベ
クトル束の射 f̃ : TM → TN の組 (f, f̃)であって、各点 x ∈M ごとに f̃ : TxM → Tf(x)N

が単射となるもののことを言う。はめ込みM ↬ N 全体の集合を Imm(M,N)と書き、形
式的はめ込みM → N 全体の集合を Immf(M,N)と書く。
Hirsch-Smaleのホモトピー原理は現代的には以下の形で与えられる。

定理 0.2.7 (Hirsch-Smaleのホモトピー原理 (Hirsch [10], Smale [27, 26])). M , N を多様
体とする。dim(M) < dim(N)ならば、はめ込みM ↬ N はパラメトリック・ホモトピー
原理を満たす。すなわち、Imm(M,N) ⊂ Immf(M,N)は弱ホモトピー同値である。
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0.2.4 Phillipsのホモトピー原理
Smaleと Hirschによってはめ込みの分類が行われた後、その理論を精密化する動きが

あった。その一つの結実がPhillipsのホモトピー原理である。この頃には既に、ホモトピー
原理の現代的な記述が完成している。

Phillipsのホモトピー原理を正確に述べるため、形式的沈め込みを定義する。M , N を
多様体とする。形式的沈め込みM → N とは、連続写像 f :M → N と、f 上の連続なベ
クトル束の射 f̃ : TM → TN の組 (f, f̃)であって、各点 x ∈M ごとに f̃ : TxM → Tf(x)N

が全射となるもののことを言う。沈め込みM → N 全体の集合を Sub(M,N)と書き、形
式的沈め込みM → N 全体の集合を Subf(M,N)と書く。
Phillipsのホモトピー原理は現代的には以下の形で与えられる。

定理 0.2.8 (Phillips のホモトピー原理 (Phillips [19])). M , N を多様体とする。M が
開ならば、沈め込みM → N はパラメトリック・ホモトピー原理を満たす。すなわち、
Sub(M,N) ⊂ Subf(M,N)は弱ホモトピー同値である。

0.3 偏微分関係とGromovのホモトピー原理
GromovはHirsch、Smale、Phillipsらの研究をさらに進め、偏微分関係の言葉を用いて

一般化することに成功した。これにより、ホモトピー原理は特異点論やシンプレクティッ
ク幾何などに広範な応用を持つ技術であることが知れ渡るようになった。本節ではまず
Jet束および偏微分関係の定義を述べ、後にGromovのホモトピー原理の正確な主張を述
べる。

0.3.1 Jet束
滑らかな写像 f の定義域の点 pに置ける r-ジェット jrpf とは、値域の点 f(p)から r-階

までの偏微分係数の情報を抽出したものである。r-ジェットをすべて集めると多様体の構
造を持ち、これをジェット空間と呼ぶ。また、ファイバー束の切断のジェットを集めると
再びファイバー束の構造を持ち、これをジェット束と呼ぶ。
ジェット束の勉強には [13] [25] [24]などが参考になるようである。Wikipedia(Jet (math-

ematics) , Jet bundle)も十分参考になる。

まずは局所的な場合から定義する。U ⊂ Rn, V ⊂ Rm を開集合、f : U → V を十
分滑らかな写像とし、点 p ∈ U をとる。各自然数 r に対し、Dr

pf :

r⊗
Rn → Rm を

Dr
pf(ei1 ⊗ · · · ⊗ eir) =

∂rf
∂xi1 ···∂xir

(p)で定める。(ただし、{ei}iは標準的な基底である。)

これを用いて、多項式写像

P rp f(x) = f(p) +
1

1!
Dpf(x− p) +

1

2!
D2
pf(x− p)⊗2 + · · ·+

1

r!
Dr
pf(x− p)⊗r ∈ (R[x])m

https://en.wikipedia.org/wiki/Jet_(mathematics)
https://en.wikipedia.org/wiki/Jet_(mathematics)
https://en.wikipedia.org/wiki/Jet_bundle
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を定める。

定義 0.3.1. U ⊂ Rn, V ⊂ Rmを開集合、f : U → V を十分滑らかな写像とし、点 p ∈ U
をとる。多項式の同値類を値に持つベクトル jrpf(x) = [P rp f(x)] ∈ (R[x]/(r + 1次単項式
))mを f の点 pにおける r-ジェットと呼ぶ。Jr(U, V ) = {jrpf |p ∈ U.f : U → V は滑らか
な写像 }を (アフィン)r-ジェット空間 (r-jet space)という。

命題 0.3.2. U ⊂ Rn, V ⊂ Rm, W ⊂ Rkを開集合、f : U → V , g : V →W を滑らかな写
像とする。この時、各点 p ∈ U に対して jrp(g ◦ f) = jrf(p)g ◦ j

r
pf である。

証明. Faà di Brunoの公式の言い換えである。具体的には次のように解ける。
Taylorの公式より、

f(x) = P rp f(x) + o(|x− p|r)
g(y) = P rf(p)g(y) + o(|y − f(p)|r)

(g ◦ f)(x) = P rp (g ◦ f)(x) + o(|x− p|r)

である。よって、

P rp (g ◦ f)(x)− (P rf(p)g ◦ P
r
p f)(x)

= {P rf(p)g(P
r
p f(x) + o(|x− p|r))− (P rf(p)g ◦ P

r
p f)(x)}+ o(|f(x)− f(p)|r) + o(|x− p|r)

= o(|x− p|r)

である。これは多項式だから、r次以下の項は 0である。

定義 0.3.3. M , N を多様体、f : M → N を滑らかな写像とし、点 p ∈ M をとる。f の
点 pにおける r-ジェット (r-jet)jrpf とは、各座標近傍 (U, φ) ⊂ M , (V, ψ) ⊂ N（p ∈ U ,

f(p) ∈ V）に対して jrϕ(p)(ψ ◦ f ◦ φ
−1) ∈ Jr(U, V )を対応させるものである。

Jr(M,N) = {jrpf |p ∈M.f : M → N は滑らかな写像 }を r-ジェット空間 (r-jet space)

という。

命題 0.3.4. U ⊂ Rn, V ⊂ Rm, W ⊂ Rkを開集合、f : U → V , g : U →W を滑らかな写
像とする。この時、各点 p ∈ U に対して jrp(f × g) = jrpf × jrpg ∈ (R[x]/(r + 1次式))m+k

である。

定義 0.3.5. f : E → B を滑らかなファイバー束、s : B → E を滑らかな切断とし、点
p ∈ B をとる。sの点 pにおける r-ジェット jrpsとは、各自明化近傍 (U, h : f−1(U) →
F × U)(p ∈ U)に対して jrp(pr1 ◦ h ◦ s) ∈ Jr(U,F )を対応させるものである。
Jr(f) = {jrps|p ∈ B.s : B → Eは滑らかな切断 }を r-ジェット束 (r-jet bundle)という。

注意 0.3.6. s : B → E を写像として見た時のジェットと切断として見たときのジェット
は、同じ記号を用いてしまったが、明確に異なる。写像M → N のジェットとは、自明束
N ×M →M の切断のジェットと見なせる。
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Jr(M,N)は、Jr(U, V )の集まりを座標近傍系として多様体の構造を持つ。同様に、Jr(f)
は、Jr(U,F )の集まりを貼り合わせることで多様体の構造を持つ。さらに、jrps 7→ pによっ
て自然にファイバー束 Jr(f) → Bが定まる。ジェット束と言った時、このファイバー束
構造を暗に含めることが多い。
f : E → Bがベクトル束の時、ジェット束 Jr(f)→ Bはベクトル束の構造を持つ。

0.3.2 偏微分関係
f : E → B を滑らかなファイバー束、s : B → E を滑らかな切断とする。この時、r-

ジェット束 Jr(f)→ Bの切断 jrs : B → Jr(f)が、jrs(p) = jrpsによって定まる。このよ
うな jrsを sの延長と呼ぶ。
定義 0.3.7. 滑らかなファイバー束 f : E → B上の r階の偏微分関係 (partial differential

relation)とは、r-ジェット束 Jr(f) → Bの部分束 R ⊂ Jr(f)のことである。r階の偏微
分関係 Rが開（resp. 閉）であるとは、R ⊂ Jr(f)が部分集合として開（resp. 閉）であ
ることをいう。
滑らかな切断 s : B → Eが偏微分関係Rの解 (solution)であるとは、Im(jrs) ⊂ Rを満

たすことである。R→ Bの連続な切断のことを偏微分関係Rの形式的解 (formal solution)

と呼ぶ。
f : E → Bを滑らかなファイバー束、R ⊂ Jr(f)を r階の偏微分関係とする。

Sol(B;R) = {s : B → R|sはRの解の延長 }
Γ(B;R) = {s : B → R|sはR→ Bの連続な切断 }

とする。
定義 0.3.8. 偏微分関係R ⊂ Jr(f)がホモトピー原理 (h-principle)を満たすとは、任意の形
式的解がホモトピーによって厳密解へと変形可能であることを言う。(i.e. π0(Sol(B;R))→
π0(Γ(B;R))が全射となること。) 偏微分関係Rがパラメトリック・ホモトピー原理 (para-

metric h-principle)を満たすとは、Sol(B;R) ⊂ Γ(B;R)が弱ホモトピー同値となること
を言う。

0.3.3 Gromovのホモトピー原理
Bを滑らかな多様体とする。各開集合 U, V ⊂ Bに対し、

DiffB(U, V ) = {微分同相写像 U → V }

と置くと、DiffB は亜群の構造を持つ。このようなDiffB は擬群の一種である。
p : E → Bを滑らかなファイバー束とする。各開集合 U, V ⊂ Eに対し、

DiffE/B(U, V ) = {微分同相写像 φ̂ : U → V | p ◦ φ̂ = φ ◦ p (∃φ : p(U)→ p(V ))}
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と置くと、DiffE/B は亜群の構造を持つ。さらに、φ̂ 7→ φの対応によって、亜群の準同型
DiffE/B → DiffB が定まる。
定義 0.3.9. ファイバー束 E → Bが自然であるとは、亜群の準同型DiffE/B → DiffB が
切断DiffB → DiffE/B を持つことを言う。
自然なファイバー束 E → B上の偏微分関係 Rが DiffB-不変 (DiffB-invariant)である

とは、上記の切断DiffB → DiffE/B の像がRを保つことである。
これでGromovのホモトピー原理を述べる準備が整った。

定理 0.3.10 (Gromovのホモトピー原理 (Gromov [7]; cf. [4, 8])). p : E → Bを滑らかな
ファイバー束とする。Rを p上の開かつDiffB-不変な偏微分関係とする。Bが開多様体な
らば、Rはパラメトリック・ホモトピー原理を満たす。
Gromovのホモトピー原理がPhillipsのホモトピー原理を真に含むことは明らかである。

一方、Hirsch-Smaleのホモトピー原理は底空間が閉である場合も含むため、これでは不十
分である。このギャップは微小拡張手品 (Microextension Trick) (cf. [4, §8.1])によって埋
めることができる。Gromovは層理論的ホモトピー原理を整備する中で、これを微小拡張
定理 (Microextension Theorem) (cf. [8, p.85])という形で定式化した。

0.3.4 層理論的ホモトピー原理
次章以降で説明する層理論的ホモトピー原理について概観する。
まず、ここまで写像空間の間の写像が “弱ホモトピー同値である”といったことを所与

の概念として扱ってきたが、これをきちんと定義する必要がある。写像空間を空間として
見るには、例えばWhitney位相を入れるなどの方法があるが、これは細かすぎる。コン
パクト開位相を入れてもよいのだが、ここではもっと代数的に扱いやすい構造として、擬
位相空間と呼ばれる構造を入れる。層を扱う上で、フィルター余極限の振る舞いが重要に
なるのだが、位相空間の圏におけるフィルター余極限は十分に良い性質を持たない。これ
を解決するのが擬位相空間である。擬位相空間のアイデアは Spanier [28]らによるものを
基礎にしている。Gromov [8]はこれを少し変形して用いているが、これもまた困難が残
る。本書ではそのどちらとも違うものとして擬位相空間を定義している。擬位相空間の圏
はモデル圏の構造を持ち、さらに位相空間の圏とQuillen同値である。このモデル構造に
おける弱同値として、弱ホモトピー同値を定義する。
擬位相空間の圏を qTopと書くことにして、qTopに値を持つ位相空間B上の層を連続

層と呼ぶ。連続層の圏を Sh(B;qTop)と書く。任意の連続層F に対し、F の形式的切断
の層 F∗と、対角射と呼ばれる標準的な射∆ : F → F∗が存在する。
定義 0.3.11. 連続層F が (層理論的)ホモトピー原理を満たすとは、任意の開集合U ⊂ B
に対し、π0(∆) : π0(F(U)) → π0(F∗(U))が全射になることである。連続層 F が (層理論
的)パラメトリック・ホモトピー原理を満たすとは、任意の開集合 U ⊂ Bに対し、∆U :

F(U)→ F∗(U)が弱ホモトピー同値になることである。
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Gromovの層理論的ホモトピー原理において最も重要な概念は可撓性 (flexibility)およ
び微小可撓性 (microflexibility)である。可撓層とは、連続層の圏におけるある種の fibrant

対象であり、微小可撓層とは可撓層の一般化である。正確な定義は後の章に回すとして、
これは次の性質により重要である。

定理 0.3.12. Bを強局所可縮、局所コンパクトかつ遺伝的パラコンパクトなハウスドルフ
空間とする。B上の任意の可撓層は層理論的パラメトリック・ホモトピー原理を満たす。

Bとしては例えば多様体や多面体を採用できる。(他の例としては CAT(0)-空間なども
あるかもしれないが、私が詳しくないのであまり触れないことにする。距離空間とは相性
が良さそうである。)

これは次の二つの補題により直ちにわかる。

補題 0.3.13 (cf. 補題 2.5.7と補題 2.6.3). Bを強局所可縮な正規ハウスドルフ空間とす
る。次が成り立つ。

• 任意の連続層 F に対し、F の形式的切断の層 F∗は可撓である。

• 任意の連続層 F に対し、対角射∆ : F → F∗は stalkwiseに弱ホモトピー同値であ
る。(i.e. 任意の点 x ∈ Bに対し、茎の間の射∆x : Fx → F∗x が弱ホモトピー同値で
ある。)

補題 0.3.14 (cf. 系 2.3.13). Bを局所コンパクトかつ遺伝的パラコンパクトなハウスドル
フ空間とする。B上の可撓層の間の射 f : F → Gに対し、次は同値である。

1. f は sectionwiseに弱ホモトピー同値である。
(i.e. 任意の開集合 U ⊂ Bに対し、射 fU : F(U)→ G(U)は弱同値である。)

2. f は stalkwiseに弱ホモトピー同値である。

Gromovのホモトピー原理を導くためには、微小可撓性に関する次の定理が必要である。

定理 0.3.15. Bを多面体とし、A ⊂ Bを余次元 1以上の部分多面体とする。B上の任意
の微小可撓層 F に対し、F|AはA上の可撓層である。

Gromovのホモトピー原理の証明のアウトラインを述べる。Rを開偏微分関係とすると、
厳密解の層 Sol(−;R)は微小可撓層である。Bが開多様体ならば、ある余次元 1以上のス
ケルトンAに対し、Aにいくらでも近い近傍とBは微分同相である。RがDiffB-不変な
偏微分関係ならば、上記の微分同相は Rを保つ。この性質により、Sol(B;R) ⊂ Γ(B;R)

が弱ホモトピー同値になることを示すことができる。
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0.4 亜群とHaefligerのホモトピー原理
余次元 qの任意の可積分分布は、局所的には q-次元多様体への沈め込みの核として表現

できる。このアイデアにより、Phillips [20, 21]は沈め込みのホモトピー原理を葉層の研
究へ応用することを考えていた。Phillipsの得た結果は、可積分分布の存在に関する条件
であったが、Haefliger [9]はこれをさらに進めて、可積分分布のホモトピー類の分類を与
えた。Haefligerのアイデアは、任意の可積分分布は “普遍的な”q-次元多様体 Γqへの沈め
込みの核として表現できるというものである。ここで、“普遍的な”q-次元多様体として振
る舞う対象 Γqとは、Rq上の滑らかな局所微分同相からなる擬群DiffRq に対応するエター
ル亜群 Γq のことである。

0.4.1 擬群と亜群
亜群とは全ての射が同型射である圏のことであった。擬群とは特別な亜群で、Cartanら

によって空間上の構造を扱うために定義された。一方、位相亜群とは位相空間の圏におけ
る亜群対象のことであり、“空間の一般化”としてよく利用される。Haefligerは擬群を位相
亜群として考え、さらに擬群から定まる構造を “一般化された写像”と見なした。Gromov

のホモトピー原理は謂わば写像の偏微分関係に対するホモトピー原理であったが、“一般
化された写像”の偏微分関係に対するホモトピー原理を与えようというのがHaefligerのア
イデアである。

Haefliger亜群

まずは擬群を定義する。X を位相空間とする。各開集合 U, V ⊂ X に対し、

HomeoX(U, V ) = {同相写像 U → V }

と置くと、HomeoX は亜群の構造を持つ。

定義 0.4.1. X上の擬群とは、HomeoX の部分亜群 Gであって、次の貼り合わせ条件を満
たすもののことを言う。

任意の f ∈ HomeoX(U, V )と U の任意の開被覆 {Uλ}λに対し、

f ∈ G(U, V ) ⇔ f |Uλ
∈ G(Uλ, f(Uλ)) (∀λ)

例 0.4.2. HomeoX は擬群である。
例 0.4.3. M を滑らかな多様体とする。各開集合 U, V ⊂M に対し、

DiffM (U, V ) = {微分同相写像 U → V }

と置くと、DiffM は擬群である。
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GをX上の擬群とする。G0 = Xとし、G1を各 σ ∈ G(U, V )の各芽 σx全体の集合とす
る。G0を対象空間、G1を射空間として位相亜群Gが定まる。さらに、G1 → G0;σx 7→ x

は局所同相写像である。このような位相亜群をエタール亜群という。
擬群 HomeoX に対応するエタール亜群を ΓX と書くことにする。擬群 G に対応するエ

タール亜群Gは ΓX の部分亜群である。逆に、ΓX の部分亜群Gで、G0 = X を満たすエ
タール亜群が存在すれば、これはある擬群から生成される。この対応は一対一である。さ
らに、擬群がDiffM の部分亜群である場合、対応するエタール亜群はエタール Lie亜群で
ある。
例 0.4.4. 擬群DiffRq に対応するエタール亜群を Γqと書く。これをHaefliger亜群と呼ぶ。
Haefliger亜群 Γq はエタール Lie亜群である。

Haefliger構造

Xを位相空間、U = {Uλ}をXの開被覆とする。エタール亜群G(U)を次のように定義
する。

• G(U)0 =
∐
Uλ

• G(U)1 =
∐
Uλ ∩ Uµ

ただし、各 x ∈ Uλ ∩ Uµは Uλ 3 x → x ∈ Uµなる射と見做す。このようなエタール亜群
G(U)を Čech亜群と呼ぶ。
さらにGを位相亜群として、G-構造について定義する。

定義 0.4.5. 開被覆 U 上の G-構造とは、位相亜群の射 G(U) → Gのことである。G-構
造の同型とは、位相亜群の射の自然同型のことである。U 上の G-構造の同型類の集合を
H1(U ;G)と書く。
位相空間X上のG-構造とは、開被覆上のG-構造の細分による順極限のことである。X

上のG-構造の同型類の集合をH1(X;G)と書く。

X を位相空間とすると、X は自明な位相亜群と見做せる。さらに任意の開被覆 U に対
して自然な射G(U)→ Xが存在するが、これは弱同値である。すなわち、G-構造とは、位
相亜群の圏を弱同値のクラスで局所化した圏の射の右分数表示である。このような射を一
般化された写像と呼ぶ。

0.4.2 Haefligerのホモトピー原理
Haefliger亜群 Γqの分類空間をBΓqと書き、接束 TΓqの分類空間をNΓqと書く。NΓq

はBΓq 上のベクトル束である。
M を滑らかな多様体とする。M 上の可積分分布D0からD1までの可積分ホモトピーと

は、M × [0, 1]上の TM に接する分布Hであって、Hの各M × {t}への制限Htが可積
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分であり、Hi = Di(i = 0, 1)を満たすものを言う。Haefligerの定理は、Phillipsのホモト
ピー原理でN = Γqの場合を考えた場合の特殊な結果と見ることができる。厳密に述べれ
ば以下のようになる。

定理 0.4.6 (Haefligerのホモトピー原理 (Haefliger [9])). M を滑らかな開多様体とする
と、以下の間に全単射が存在する。

1. M 上の可積分分布の可積分ホモトピー類。

2. 各ファイバー上で全射であるような連続なベクトル束の射 TM → NΓq のホモト
ピー類。

これはすなわち、“π0(Sub(M,Γq)) → π0(Sub
f(M,Γq))が全単射”であることを意味し

ている。

0.5 Stein位相と岡-Grauertの原理
岡-Grauertの原理について再考する。
岡-Grauertの理論において最も重要な対象は Stein多様体であるが、岡多様体も同じく

らい重要である。ここでは定義を述べないが、次のような例を含む特殊な複素多様体とし
て考えてほしい。
例 0.5.1. Cnは Steinかつ岡多様体である。
例 0.5.2. 多重円盤は Stein多様体である
例 0.5.3. Stein多様体の閉複素部分多様体は Stein多様体である。
例 0.5.4. 複素 Lie群は岡多様体である。より一般に、複素 Lie群の閉部分群による商空間
は岡多様体である。
例 0.5.5. 複素ファイバー束 E → Bの Bおよび各ファイバーが岡多様体ならば、E は岡
多様体である。特に、岡多様体の有限積は岡多様体であり、岡多様体上の被覆空間は岡多
様体である。
ひとまずXと Y を複素多様体とする。正則写像X → Y 全体の集合をO(X,Y )と書き、

連続写像X → Y 全体の集合を C(X,Y )と書く。Stein多様体と岡多様体は次の性質によ
り重要である。

定理 0.5.6. X を Stein多様体とし、Y を岡多様体とする。O(X,Y ) ⊂ C(X,Y )は弱ホモ
トピー同値である。

ここで、X を Stein多様体とし、岡多様体 Y に値を持つX 上の正則写像の層O(−, Y )

と、Y に値を持つX 上の連続写像の層 C(−, Y )について考える。上記の定理から、開集
合 U ⊂ X が SteinならばO(U, Y ) ⊂ C(U, Y )は弱ホモトピー同値である。一方、開集合
U ⊂ Xが Steinでない場合、このような保証はどこにもない。すなわち、Xが Steinかつ
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Y が岡だったとしても、X上の層O(−, Y )は層理論的パラメトリック・ホモトピー原理を
満たさない。これをどうにか修正して、X上の層で層理論的パラメトリック・ホモトピー
原理を満たす対象を作りたい。これには、X が既に備えている位相を一旦忘れ、Stein開
集合からなる “位相”を定義する必要がある。

補題 0.5.7 (cf. [14, Lemma 4.1]). Xを (Steinとは限らない)複素多様体とする。U, V ⊂ X
を Stein開集合とすると、U ∩ V も Steinである。

これにより、任意の複素多様体X上に、Stein開集合を認容開集合としてG-位相が定ま
る。これを Stein位相と呼ぼう。Y を岡多様体とすれば、Stein位相上の層O(−, Y )は層理
論的パラメトリック・ホモトピー原理を満たすはずである。私はこの視点により岡-Grauert

理論の各証明を簡略化 (または整理)できる可能性について考えているが、まだ越えるべき
困難は少なくないように思う。

ところで、任意の複素 Lie群は対象空間が一点集合である複素 Lie亜群と見なせる。複
素 Lie群GLn(C)を複素 Lie亜群と見做すと、複素多様体X上の正則複素ベクトル束はX

上の正則なGLn(C)-構造である。同様に、X 上の C0-概複素ベクトル束はX 上の連続な
GLn(C)-構造である。XをStein多様体とすると、Grauertの原理は“π0(O(X,GLn(C)))→
π0(C(X,GLn(C)))が全単射”であることを主張していると考えられる。(GLn(C)は複素
多様体ではなく複素 Lie亜群と見做していることに注意。) これはHaefligerのホモトピー
原理と同様の形式である。
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ホモトピー原理の主張を厳密に述べるため、写像空間の上でホモトピー論を展開した
い。写像空間に位相を入れる方法は複数あるが、層理論的に扱うためにはフィルター余極
限の性質が気になる。位相空間の圏におけるフィルター余極限は、層理論的によい振る舞
いをしないのである。これを解決するのが擬位相空間である。擬位相空間のアイデアは
Spanier [28]らによるものを基礎にしている。Spanierは、適切な景上の “具体層 (concrete

sheaf)”として定義している。Gromov [8]はこれを少し変形して用いているが、やはり “

具体層”として定義している。これらは扱いが難しい。本書ではまず特異単体圏 Sing∆

を定義し、これがGrothendieck位相を持つことを述べ、擬位相空間を景 Sing∆上の層と
して定義する。(cf. 第 1.1節) これはもはや集合の構造を持たないが、圏論的に議論する
ことで通常のホモトピー論をほとんど行うことができる。(cf. 第 1.3節) 実際、擬位相空
間の圏はモデル構造を持つ。(cf. 第 1.2節)

1.1 擬位相空間
特異単体圏 Sing∆を定義し、Sing∆上の前層として前擬位相空間を定義する。(cf. 第

1.1.1節) さらに Sing∆はGrothendieck位相を持つので、景 Sing∆上の層として擬位相
空間を定義できる。(cf. 第 1.1.2節) 単体的集合と同様に、(前)擬位相空間に対しても幾
何学的実現が定義できる。(cf. 第 1.1.3節) また、有限複体は擬位相空間の圏においても
直感的な操作が正当化されることを見る。(cf. 第 1.1.4節)

1.1.1 前擬位相空間
定義 1.1.1 (特異単体圏). 特異単体圏 †とは、次のように定義される圏 Sing∆のことと
する。

• Sing∆の対象は単体∆n(n = −1, 0, 1, · · · )の閉部分集合である。（ただし、∆−1 = ∅
とする。）

• Sing∆の射は連続写像である。

以下、単体的集合のアナロジーとして、単体圏の代わりに特異単体圏を用いた定義を考
える。
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定義 1.1.2 (前擬位相空間). 前擬位相空間 (prequasitopological space)†とは、Setに値を
持つ Sing∆上の前層のことである。
前擬位相空間X および単体の閉部分集合K ⊂ ∆nに対し、関手X : Sing∆op → Set

によるK の像をXK と書く。前擬位相空間の間の射とは、前層の射のことである。前擬
位相空間の圏を pqTopと書くことにする。

任意の位相空間に対し、標準的な前擬位相空間が対応する。
例 1.1.3. 各位相空間X に対し、

Singq(X)K = {連続写像K → X}

と置くことで前擬位相空間 Singq(X)が定まる。これをXの前擬位相空間 †と呼ぶ。X 7→
Singq(X)は関手 Singq : Top→ pqTopを定める。
特にX = ∆nの時、Singq(∆n)は特異単体圏Sing∆のHom関手を用いてHom(−,∆n)

と書ける。誤解のない時、これを同じ記号∆nで表す。

1.1.2 擬位相空間
特異単体圏 Sing∆は有限閉被覆を被覆としてグロタンディーク位相を持つ。これによ

り、Sing∆上の層を定義することができる。

定義 1.1.4 (擬位相空間). 擬位相空間 (quasitopological space)†とは、Setに値を持つSing∆

上の層のことである。
擬位相空間の間の射とは、層の射のことである。これをしばしば擬連続写像と呼ぶ。擬

位相空間の圏を qTopと書くことにする。

例 1.1.5. 各位相空間X に対し、前擬位相空間 Singq(X)は擬位相空間である。これをX

の擬位相空間 †と呼ぶ。

1.1.3 幾何学的実現
前擬位相空間の幾何学的実現も定義できる。Xは前擬位相空間とする。関手SX : (Sing∆)op×

Sing∆→ Topを、SX(K,L) = XK × Lによって定める。

定義 1.1.6 (幾何学的実現). 前擬位相空間 X の幾何学的実現 (geometric realization)と
は、SX のコエンド

∫K
SX(K,K)のことである。これを |X|と書く。

前擬位相空間X の幾何学的実現は、具体的に次で与えられる。

命題 1.1.7.

|X| ∼= (
∐
K

XK ×K)/ ∼
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ただし、∼は次の二項関係 p∼が生成する同値関係である。

(x, p)
p∼ (y, q)⇔∃ f : K → L s.t. Xf(x) = y, f(q) = p

X 7→ Singq(X)および Y 7→ |Y |の二つの対応によって、Topと pqTopの間には双方
向の関手が定まる。これらは随伴 | − | a Singqを定める。
命題 1.1.8. 任意の位相空間X に対し、自然な連続写像 εX : | Singq(X)| → X が存在し、
次の普遍性を満たす。� �
任意の前擬位相空間 Zおよび連続写像 f : |Z| → Xに対し、次の図式を可換にする射
f̂ : Z → Singq(X)がただ一つ存在する。

| Singq(X)| ϵX // X

|Z|

|f̂ |

OO

f

::ttttttttttt

� �
1.1.4 貼り合わせ補題
前擬位相空間の圏では射の貼り合わせの議論を行うことができない。よって、前擬位相

空間の間の射は “区分的に連続”のような振る舞いをする。一方、擬位相空間の圏では、単
体の有限閉被覆に対する貼り合わせの議論を行うことができる。これにより、有限複体程
度の対象は、位相空間と同様の直感的な扱いが正当化される。例えば、単体の境界 ∂∆nは
球面 Sn−1に付随する擬位相空間 Singq(Sn−1)と同型である。これは次の補題により保証
される。
補題 1.1.9 (貼り合わせ補題). Xを位相空間とし、{Xi ⊂ X}iはXの有限閉被覆とする。
このとき、圏 qTop上の次の図式は余差核 (coequalizer)である。∐

i,j

Singq(Xi) ∩ Singq(Xj)
l
⇒
r

∐
i

Singq(Xi)→ Singq(X)

ただし、lは Singq(Xi) ∩ Singq(Xj) → Singq(Xi)の族が導く射であり、rは Singq(Xi) ∩
Singq(Xj)→ Singq(Xj)の族が導く射である。
証明. f ◦ l = f ◦ rを満たす任意の射 f :

∐
i Sing

q(Xi) → Y をとる。次の図式の f ′が存
在することを示す。∐

i,j Sing
q(Xi) ∩ Singq(Xj)

// //
∐
i Sing

q(Xi) //

f ''PP
PPP

PPP
PPP

PP
Singq(X)

f ′

��
Y
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任意の閉集合 S ⊂ ∆nおよび任意の s ∈ Singq(X)[S] = Top(S,X)をとる。Si = s−1(Xi)

と置く。sは連続写像 S → Xだから、{Si}iは Sの有限閉被覆である。さらに s|Si は集合
Singq(Xi)[Si] = Top(Si, Xi)に属する。ti = f(s|Si)(∈ Y [Si])と置く。このとき、

ti|Si∩Sj = f(s|Si)|Si∩Sj

= f(s|Si∩Sj )

= f(s|Sj )|Si∩Sj

= tj |Si∩Sj

を満たす。よって (ti)i ∈
∏
Y [Si] は t|Si = ti を満たすただ一つの t ∈ Y [S] を導く。

f ′(s) = tとして定めれば、上記の図式を可換にする射 f ′ : X → Y ができる。以上より f ′

の存在が示された。
逆にそのような f ′が存在したとすると、tの唯一性より、f ′は上記の定義に一致しなけ

ればならない。よって f ′の一意性も示された。以上より余差核の普遍性が示された。

例 1.1.10. 各圏上で、∂∆nは次の余差核図式で定義されている。∐
i,j

∆n−2
ij ⇒

∐
i

∆n−1
i → ∂∆n

ただし、各∆n−1
i は単体∆nの i番目の n− 1次元面であり、∆n−2

ij は∆n−1
i と∆n−1

j の共
通部分である。圏Top上では明らかに ∂∆n ∼= Sn−1である。補題 1.1.9により、圏 qTop

上でも ∂∆n ∼= Singq(Sn−1)が成り立つ。
例 1.1.11. 各圏上で、Λnk は次の余差核図式で定義されている。∐

i,j 6=k
∆n−2
ij ⇒

∐
i 6=k

∆n−1
i → Λnk

圏Top上では明らかにΛnk
∼= ∆n−1である。補題 1.1.9により、圏qTop上でもΛnk

∼= ∆n−1

が成り立つ。

1.2 モデル構造
単体的集合の圏を sSetと書き、位相空間の圏をTopと書く。これまでと同様、前擬位

相空間の圏を pqTopと書き、擬位相空間の圏を qTopと書く。次の随伴の列を考える。

sSet

F0

//
> pqTop

G0oo

F1

//
> qTop

G1oo

F2

//
> Top

G2oo

ただし、

• G0, G1は忘却関手。
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• G2(X) = Singq(X)。

• F1は層化関手。

• F2は幾何学的実現。

• F0は幾何学的実現と同様に、次で定義される。(ただし、(−) • (−)は余冪である。)

F0(X) =

∫ n

sSet(∆n−1, X) •∆n−1

とする。本節では pqTopおよび qTop上にモデル構造を定義し、上記の随伴の列がすべ
てQuillen同値になることを示したい。モデル構造としては、余束生成モデル構造の推移
定理を用いて、sSet上のモデル構造を推移させたものを採用する。sSet上の余束 (resp.

非輪状余束)を生成する集合 IsSet (resp. JsSet)は次のように定義されていたことを思い
出そう。

• IsSet = {∂∆n ↪→ ∆n}

• JsSet = {Λni ↪→ ∆n}

また、sSet上の弱同値のクラスWsSetは次のように定義されていた。
• WsSet = {f | f の幾何学的実現は弱ホモトピー同値。}

1.2.1 前擬位相空間のモデル構造
IpqTop = F0IsSet, JpqTop = F0JsSet, WpqTop = G−10 WsSet と置く。これによって圏

pqTopが余束生成モデル構造 (cf. 定義 C.3.1)を持つことを証明する。
補題 1.2.1. F0 : sSet→ pqTopは単射を保つ。
証明. 単体的集合の間の単射は余束である。F0は押し出し、超限合成、レトラクトを保つ
ので、F0(Cof(IsSet)) ⊂ Cof(IpqTop)である。IpqTopに属する各射 ∂∆n → ∆nは pqTop

上で単射である。objectwiseに計算することで、pqTop上の単射は押し出し、超限合成、
レトラクトの操作で閉じていることがわかる。よってCof(IpqTop)に属する各射は単射で
ある。以上より F0は単射を保つ。

補題 1.2.2. F0 a G0 : sSet→ pqTopの余単位射を ε : F0G0 → IdpqTopと置く。任意の
前擬位相空間X に対し、IpqTop ⋔ εX である。
証明. 次の図式の γが存在することを示す。

∂∆n α //� _

��

F0(G0(X))

ϵX
��

∆n
β

//

γ
88

X
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定義より、
F0(G0(X)) =

∫ k
sSet(∆k−1, G0(X)) •∆k−1

=
∫ k

G0(X)[∆k−1] •∆k−1

=
∫ k

X[∆k−1] •∆k−1.

よって商射 ∐
kX[∆k] • ∆k → F0(G0(X)) が存在する。γ を ∆n β→ X[∆n] • ∆n →∐

kX[∆k] •∆k → F0(G0(X))なる合成として定義する。明らかに εX ◦ γ = βである。任
意の埋め込み σi : ∆

n−1 ↪→ ∆nに対し、次の図式は可換である。

∆n−1 � � σi //� _

σi

��

∂∆n

α

��
∆n

γ
// F0(G0(X))

よって γ|∂∆n = αである。

補題 1.2.3. F0 a G0 : sSet→ pqTopの単位射を η : IdsSet → G0F0と置く。

(1) η∆n : ∆n → G0(F0(∆
n))は弱同値である。

(2) ηΛn
i
: Λni → G0(F0(Λ

n
i ))は弱同値である。

証明. (1)はG0(F0(∆
n)) = Sing(|∆n|)より明らか。

(2)を nに関する帰納法で証明する。n = 0の場合、ηΛ0
0
: 1→ 1は明らかに同型射であ

るので、特に弱同値である。
次に、k < nなる任意の kについて、nを kに置き換えた主張が成立すると仮定する。

Γk ⊂ Λni を k-スケルトンとする。次の可換図式を考える。

Γ0 � � // Γ1 � � //� _

��

· · · �
� // Γk �

� //� _

��

· · · �
� // Γn−1 = Λni� _

ηΛn
i

��
G0(F0(Γ

0) �
� // G0(F0(Γ

1) �
� // · · · �

� // G0(F0(Γ
k) �

� // · · · �
� // G0(F0(Γ

n−1) = G0(F0(Λ
n
i )

Γk → G0(F0(Γ
k)が弱同値であることを kに関する帰納法で証明する。

k = 0の場合は Γ0 = 1 = G0(F0(Γ
0)より明らか。

次に、l < kなる任意の lについて、Γl → G0(F0(Γ
l)が弱同値であると仮定する。Γk−1 →

G0(F0(Γ
k−1)は弱同値である。Γk−1 → Γkは有限相対 {Λkj → ∆k | j}-複体である。i.e. 次

の有限列が存在する。
Γk−1 = X0 → X1 → · · · → XN = Γk

ただし、各Xs−1 → Xsは Λkj → ∆k の押し出しである。F0とG0は任意の余極限を保つ
ので、G0(F0(Γ

k−1)→ G0(F0(Γ
k) は有限相対 {G0(F0(Λ

k
j )→ G0(F0(∆

k) | j}-複体である。
よって、もしも G0(F0(Λ

k
j ) → G0(F0(∆

k)が非輪状余束であるならば、G0(F0(Γ
k−1) →

G0(F0(Γ
k) は非輪状余束であり、特に弱同値であることがわかる。これを示そう。
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帰納法の仮定から、Λkj → G0(F0(Λ
k
j ))は弱同値である。次の図式により、G0(F0(Λ

k
j )→

G0(F0(∆
k)は弱同値である。

Λkj
' //

'
� �

∆k

'
��

G0(F0(Λ
k
j ))

// G0(F0(∆
k))

さらに、F0とG0が任意の単射を保つことから、G0(F0(Λ
k
j )→ G0(F0(∆

k)は余束でもあ
るため、特に非輪状余束である。
よって任意の相対 {G0(F0(Λ

k
j ) → G0(F0(∆

k) | j}-複体は非輪状余束である。以上より
G0(F0(Γ

k−1) → G0(F0(Γ
k)は非輪状余束であるため、これは弱同値である。次の図式に

より、Γk → G0(F0(Γ
k)は弱同値である。

Γk−1
' //

'
��

Γk

��
G0(F0(Γ

k−1)) '
// G0(F0(Γ

k))

以上により kに関する帰納法が完了したため、任意の k ≤ nに対して Γk → G0(F0(Γ
k)は

弱同値である。特に k = nの場合を考えれば、ηΛn
i
: Λni → G0(F0(Λ

n
i ))は弱同値である。

以上により nに関する帰納法が完了したため、任意の nに対して ηΛn
i
: Λni → G0(F0(Λ

n
i ))

が弱同値であることが示された。

以上の準備の下で、圏 pqTopが余束生成モデル圏の構造を持つことを証明しよう。

定理 1.2.4 (Y.). pqTop上の余束生成モデル圏の構造で、次を満たすものが存在する。

• IpqTopが余束を生成する。

• JpqTopが非輪状余束を生成する。

• WpqTopは弱同値のクラスである。

さらに、F0 a G0 : sSet→ pqTopはQuillen同値である。

証明. 定理 C.3.3を応用するため、次を示せばよい。

(1) IpqTopと JpqTopは小対象引数を許容する。

(2) cell(JpqTop) ⊂WpqTopである。

順番に確かめていこう。

(1) IpqTopと JpqTopは小対象引数を許容する。
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例 C.1.20より、各単体∆nは圏 pqTopの中で小さい。∂∆nとΛni は有限個の単体の余極
限として表せる。系 C.1.23より、これらは pqTopの中で小さい。

(2) cell(JpqTop) ⊂WpqTopである。

sSet上、およびpqTop上の余極限はすべて objectwiseに余極限である。特にG0は余極限
を保つ。またG0は極限を保つので、単射を保つ。F0は明らかに余極限を保ち、補題 1.2.1

より単射も保つ。G0(F0(Λ
n
i ↪→ ∆n))は圏 sSetの中で単射である。すなわち、これは sSet

の中で余束である。補題 1.2.3より、これは弱同値である。よって、G0(F0(Λ
n
i ↪→ ∆n))は

sSetの中で非輪状余束である。特に、G0(JpqTop) ⊂ CofsSet ∩WsSetを満たす。G0が余
極限を保つことから、G0(cell(JpqTop)) = cell(G0(JpqTop)) ⊂ CofsSet ∩WsSet ⊂ WsSet

を得る。よって cell(JpqTop) ⊂ G−10 (WsSet) =WpqTopである。
以上により pqTopが余束生成モデル圏の構造を持つことが示された。
次に、Quillen随伴 F0 a G0がQuillen同値であることを示す。

pqTop
F2F1aG1G2

$$I
II

II
II

II

sSet

F0aG0

::uuuuuuuuu

|−|aSing
' // Top

|−| a SingはQuillen同値であるので、随伴F0 a G0は “分裂単射”である。(厳密にいえば、
ホモトピー圏の随伴 LF0 a RG0の単位射が同型射である。) 補題 1.2.2は F0 a G0の余単
位射が非輪状束であることを意味している。特に、余単位射は弱同値である。sSetの全て
の対象は余束対象だから、命題 C.2.38より、F0 a G0の余単位射はそのまま LF0 a RG0

の余単位射を導く。特に、LF0 a RG0の余単位射は同型射である。以上より、LF0 a RG0

はホモトピー圏の同値を与える。すなわち F0 a G0はQuillen同値である。

1.2.2 擬位相空間のモデル構造
IqTop = F1IpqTop, JqTop = F1JpqTop0, WqTop = G−11 WpqTopと置く。これによって

圏 qTopが余束生成モデル構造 (cf. 定義 C.3.1)を持つことを証明する。

補題 1.2.5. 随伴 F1 a G1の単位射を ηと置く。(i.e. つまり層化の標準的な射である。)

任意の前擬位相空間X に対し、ηX : X → G1(F1(X))は pqTopの中で弱同値である。

証明. Quillen随伴 F0 a G0と | − | a SingはQuillen同値である。

pqTop
F2F1aG1G2

$$I
II

II
II

II

sSet

F0aG0

::uuuuuuuuu

|−|aSing
' // Top
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よって F2F1 a G1G2はQuillen同値である。Topの全ての対象は束対象だから、F2F1 a
G1G2の単位射は弱同値である。また、随伴F1 a G1の余単位射は同型だから、F1(G1(F1(X))) ∼=
F1(X)である。次の図式を考える。

X

'
��

ηX // G1(F1(X))

'
��

G1(G2(F2(F1(X))))
∼= // G1(G2(F2(F1(G1(F1(X))))))

よって ηX は弱同値である。

補題 1.2.6. F1F0 a G0G1 : sSet→ qTopの余単位射を ε : F1F0G0G1 → IdqTopと置く。
任意の擬位相空間X に対し、IqTop ⋔ εX である。

証明. 補題 1.2.2と全く同様。

定理 1.2.7 (Y.). qTop上の余束生成モデル圏の構造で、次を満たすものが存在する。

• IqTopが余束を生成する。

• JqTopが非輪状余束を生成する。

• WqTopは弱同値のクラスである。

さらに、

• 任意の擬位相空間X は qTopの中で束対象である。

• F1 a G1 : pqTop→ qTopはQuillen同値である。

証明. 定理 C.3.3を応用するため、次を示せばよい。

(1) IqTopと JqTopは小対象引数を許容する。

(2) cell(JqTop) ⊂WqTopであある。

順番に確かめていこう。

(1) IqTopと JqTopは小対象引数を許容する。

例 C.1.21より、各単体∆nは圏 qTopの中で小さい。∂∆nと Λni は有限個の単体の余極
限として表せる。系 C.1.23より、これらは qTopの中で小さい。

(2) cell(JqTop) ⊂WqTopである。
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貼り合わせ補題により、任意のG1(f) ∈ G1(JqTop)は∆n−1 0
↪→ ∆n−1×[0, 1]と同型である。

これはpqTopの中で非輪状余束F0(∆
n−1 ↪→ ∆n)と同型である。よってcell(G1(JqTop)) ⊂

WpqTopである。命題 ??より、G1(cell(JqTop)) ⊂ G1(F1(cell(G1(JqTop)))) ⊂WpqTopを
得る。よって cell(JqTop) ⊂WqTopである。
以上により qTopが余束生成モデル圏の構造を持つことが示された。
次に、任意の擬位相空間X が qTopの中で束対象であることを示す。貼り合わせ補題

より、任意の f ∈ JqTopは∆n−1 0
↪→ ∆n−1 × [0, 1]と同型である。これはレトラクトであ

る。よって (∆n−1 0
↪→ ∆n−1 × [0, 1]) ⋔ (X → 1)である。

最後に、Quillen随伴 F1 a G1がQuillen同値であることを示す。

qTop
F2aG2

##H
HH

HH
HH

HH

sSet

F1F0aG0G1

;;vvvvvvvvv

|−|aSing
' // Top

| − | a SingはQuillen同値であるので、随伴 F1F0 a G0G1は “分裂単射”である。(厳密に
いえば、ホモトピー圏の随伴 L(F1F0) a R(G0G1)の単位射が同型射である。) 補題 1.2.6

は F1F0 a G0G1の余単位射が非輪状束であることを意味している。特に、余単位射は弱
同値である。sSetの全ての対象は余束対象だから、命題 C.2.38より、F1F0 a G0G1の余
単位射はそのまま LF0 a RG0の余単位射を導く。特に、L(F1F0) a R(G0G1)の余単位射
は同型射である。以上より、L(F1F0) a R(G0G1)はホモトピー圏の同値を与える。すなわ
ち F1F0 a G0G1はQuillen同値である。F0 a G0はQuillen同値であったので、F1 a G1

はQuillen同値である。

1.3 擬位相空間のホモトピー論
まず、位相空間の場合と同じように次の呼称をしばしば用いることに注意する。

定義 1.3.1. 擬位相空間の間の射 f : X → Y が弱ホモトピー同値 (weak homotopy equiva-

lence)であるとは、f がモデル圏 qTop上の弱同値であることを意味する。擬位相空間の
間の射 f : X → Y が Serre束 (Serre fibration)であるとは、f がモデル圏 qTop上の束で
あることを意味する。

モデル圏 qTopの特徴を述べる。

命題 1.3.2. qTopはデカルト閉モデル圏

証明. 貼り合わせ補題 (cf. 補題 1.1.9)より明らか。

命題 1.3.3. X を擬位相空間とする。

• X∆1 → X∂∆1 ∼= X ×X は束。
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• X∆1 i→ X∆0 ∼= X(i = 0, 1)は非輪状束。

証明. X が束対象で qTopがデカルト閉モデル圏であることより明らか。

命題 1.3.4. qTop上の任意の非輪状余束は強変位レトラクトである。

証明. qTop上の任意の非輪状余束 f : X → Y をとる。Xが束対象であることから、f は
レトラクション g : Y → X を持つ。(下図を参照。)

X

f
��

// X

��
Y //

g
>>

1

命題 1.3.3により、f ◦ gから idY へのホモトピーH が存在する。(下図を参照。)

X

f

��

// Y ∆1

��
Y
idY ×(f◦g)

//

H

<<

Y × Y

すなわち f は強変位レトラクトである。

写像蹟

f : X → Y を擬位相空間の射とする。擬位相空間Xf を、次の引き戻し図式によって定
義する。

Xf

��

// Y [0,1]

0

� �
X

f
// Y

擬位相空間Xf を f の写像蹟 (mapping track)と呼ぶ。ef : X → Xf と f ′ : Xf → Y を次
の図式で定義する。

Y

��
X

ef //

f ,,

@@
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@@

Xf
//

��

Y [0,1]

0

��

Xf
//

f ′ ""E
EE

EE
EE

EE
Y [0,1]

1

��
X

f
// Y Y

このとき、f = f ′ ◦ ef である。
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定義 1.3.5. この分解を f の写像蹟と呼ぶ。
実は、この分解は f の “束置換”である。このことを示す前に、位相空間論から一つの

補題を準備しておく。
補題 1.3.6. Σ = ([0, 1]× {1}) ∪ ({0} × [0, 1])と置く。Σ ↪→ [0, 1]2は強変位レトラクショ
ンRu : [0, 1]2 → [0, 1]2で次を満たすものを持つ。

• R0 = idかつ Im(R1) ⊂ Σである。

• Ru|Σ = idである。

• Ru(s, 0) ∈ [0, 1]× {0}である。
証明. R1

uとR2
uを次のように定める。

R1
u(s, t) = ((1− (1− t)u)s, t)

R2
u(s, t) = (s, t) + (1−|s+t−1|)(1−|s−t|)

2 u(−1, 1).

これらは次の図のような変形である。

R1
u R2

u

Ruを次のように定めればよい。

Ru(s, t) =

{
R1

2u(s, t) (if 0 ≤ u ≤ 1
2)

R2
2u−1(R

1
1(s, t)). (if 1

2 ≤ u ≤ 1).

先ほどの分解 f = f ′ ◦ ef が f の “束置換”であることを示そう。
命題 1.3.7.

• ef は弱同値である。

• f ′は束である。
証明. Xf → X は非輪状束 Y [0,1] 0→ Y の引き戻しである。よってXf → X は非輪状束で
あり、特に弱同値である。よって ef は弱同値である。
次の図式を考える。

∆n−1

��

α // Xf

f ′

��
∆n−1 × [0, 1]

β // Y
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γ1は次の合成とする。
γ1 : ∆

n−1 × [0, 1]
pr1→ ∆n−1 α→ Xf → X

補題 1.3.6 の Σ ↪→ [0, 1]2 および強変位レトラクション Ru : [0, 1]2 → [0, 1]2 をとる。
α′ : ∆n−1 × [0, 1] → Y は∆n−1 α→ Xf → Y [0,1]の随伴とする。γ′2 : ∆n−1 × Σ → Y を次
のように定義する。

γ′2|∆n−1×([0,1]×{1}) : ∆
n−1 × ([0, 1]× {1}) ∼= ∆n−1 × [0, 1]

β→ Y

γ′2|∆n−1×({0}×[0,1]) : ∆
n−1 × ({0} × [0, 1]) ∼= ∆n−1 × [0, 1]

α′
→ Y

γ2 : ∆n−1 × [0, 1] → Y [0,1] は γ′2 ◦ R1 の随伴とする。これらの積として射 γ = γ1 × γ2 :

∆n−1 × [0, 1] → Xf を得る。この γは上図 (α, β)のリフトである。よって JqTop ⋔ f ′で
ある。これは f ′が束であることを意味する。

HELP補題

擬位相空間の弱同値の特徴づけを与える。
命題 1.3.8 (HELP補題 (cf. [30])). 擬位相空間の射 f : X → Y に対し、次は同値である。
(1) f は弱同値である。

(2) f は IqTop に対して右ホモトピー拡張リフト性質 (right Homotpy Extension Lifting

Property)を満たす。i.e. 下図のような可換な四角図式が存在した時、下図の γが存
在して上三角を可換にし、下三角を高々 ∂∆nを固定するホモトピーによる同値を除
いて可換にする。

∂∆n //

��

·
f

��
∆n //

γ
==

·

証明.

(1) ⇒ (2)

f の分解 f = pf ◦ if で、pf が束で if が非輪状余束であるものをとる。f が弱同値なら
ば、pf は非輪状束である。任意の ∂∆n ↪→ ∆nは pf に対して左リフト性質を持つ。if 命
題 1.3.4より強変位レトラクションを持つ。よって (2)が成り立つ。
(2) ⇒ (1)

f が弱同値であることを示すためには、写像蹟 f ′ : Xf → Y が非輪状束であることを示せ
ばよい。次の図式を考える。

∂∆n

��

α // Xf

f ′

  A
AA

AA
AA

pr1 // X

f

��
∆n β // Y
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(2)より、γ′ : ∆n → X とホモトピーH : ∆n → Y [0,1]が存在して、ホモトピーは ∂∆nを
固定し、次の図式を可換にする。

∆n

f◦γ′

||yy
yy
yy
yy
y

β

""E
EE

EE
EE

EE

H
��

Y Y [0,1]
0

oo
1

// Y

γ = γ′ ×H : ∆n → Xf と置く。γは図式 (α, β)のリフトである。よって IqTop ⋔ f ′であ
る。これは f ′が非輪状束であることを意味する。よって f は弱同値である。

HELP補題には例えば次のような応用がある。

命題 1.3.9. fλ : Xλ → Yλは擬位相空間の射のフィルター図式とする。もしも任意の fλ

が弱同値ならば、 lim
−→λ

fλも弱同値である。

証明. f : X → Y を次のように置く。

f = lim
−→λ

fλ, X = lim
−→λ

Xλ, Y = lim
−→λ

Yλ

HELP補題 (命題 ??)より、示すべきことは次の四角図式に対し、下図の γが存在して
上三角を可換にし、下三角を高々 ∂∆nを固定するホモトピーによる同値を除いて可換に
することである。

∂∆n //

��

X

f

��
∆n //

γ
<<

Y

米田の補題により、十分大きい λに対し次の四角図式を得る。

∂∆n //

��

Xλ

fλ
��

∆n //

γ′
<<

Yλ

fλが弱同値であることから、この図式に対し、γ′が存在して上三角を可換にし、下三角を
高々 ∂∆nを固定するホモトピーによる同値を除いて可換にする。γを∆n γ′→ Xλ → X な
る合成として定めると、これは条件を満たす。
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2.1 連続層
qTopに値を持つ層を連続層と呼ぶ。位相空間B上の連続層の圏を Sh(B;qTop)と書

く。qTop = Sh(Sing∆;Set)より、

Sh(B;qTop) ∼= Sh(Btop × Sing∆;Set) ∼= Sh(Sing∆;Sh(B;Set))

が成り立つ。B 上の連続層 F および閉集合K ⊂ ∆n に対し、集合に値を持つ B 上の層
F [K]を

F [K](U) = F(U)(K)

によって定める。連続層 F の茎 Fx は擬位相空間であり、すなわち Sing∆上の層であ
る。qTop上のフィルター余極限は objectwiseにフィルター余極限であるので、各閉集合
K ⊂ ∆nに対し集合 Fx(K)は茎 F [K]xに一致する。
命題 2.1.1. 任意の位相空間Bは qTopに対して十分多くの点を持つ。
証明. f : F → Gは位相空間B上の連続層の間の射とする。
fx : Fx → Gxが任意の xに対して同型 ⇔ (fx)K : Fx(K)→ Gx(K)が任意の x, K に対して同型

⇔ (fK)x : F [K]x → G[K]xが任意の x, K に対して同型
⇔ fK : F [K]→ G[K]が任意のK に対して同型
⇔ f : F → Gが同型

よって、位相空間Bは qTopに対して十分多くの点を持つ。

F をB上の連続層とし、A ⊂ Bを任意の部分集合とする。F の A ↪→ Bによる引き戻
しを F|Aと書いたとき、F(A) = F|A(A)によって定める。Bが正則空間で、Aが閉集合
であれば、単に F(A) ∼= lim−→

U⊃A
F(U)である。

2.2 可撓層と可撓拡張
連続層の可撓性について定義する。

定義 2.2.1. B上の連続層Fが可撓 (flexible)であるとは、任意のコンパクト対KとL(K ⊂
L(⊂ B))について、制限射 F(L)→ F(K)が Serre束になることである。
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ここではさらに、連続層の射の可撓性についても定義する。
定義 2.2.2. B上の連続層の射 f : F → Gが可撓 (flexible)または可撓拡張 (flexible exten-

sion)であるとは、任意のコンパクト対K ⊂ L(⊂ B)について、射F(L)→ F(K)×G(K)G(L)
が Serre束になることである。
注意 2.2.3. 連続層 F が可撓であることは、F → 1が可撓拡張であることと同値である。
上記の射F(L)→ F(K)×G(K) G(L)は今後何度も扱う。そこで、記号を用意しておく。

定義 2.2.4. B上の連続層の射 f : F → G および任意のコンパクト対K ⊂ L(⊂ B)に対
し、射 F(L)→ F(K)×G(K) G(L)を fK⊂Lと書くことにする。
これは fK : F(K)→ G(K)の一般化になっている。

命題 2.2.5. B上の連続層の射 f : F → Gおよび任意のコンパクト部分集合K(⊂ B)に対
し、fK と f∅⊂K は同型である。
証明. F(∅) = G(∅) = 1より明らか。

底空間が特殊な場合には、可撓性は局所的な性質である。
命題 2.2.6. Bは局所コンパクトな正規ハウスドルフ空間とする。このとき、B上の連続
層 F に対し、以下は同値である。

1. F は可撓層である。

2. 任意の点 x ∈ Bに対し、xの開近傍U が存在し、F|U は可撓層であるようにできる。
証明. 1 ⇒ 2は明らか。2 ⇒ 1を示す。
任意のコンパクト対KとL(K ⊂ L(⊂ B))をとり、制限射F(L)→ F(K)が Serre束に

なることを示せばよい。
条件 2より、各点 x ∈ Bに対し、xの開近傍 Uxが存在し、F|Ux は可撓層であるように

できる。Bは局所コンパクトな正規ハウスドルフ空間だから、相対コンパクトな xの開近
傍 Vxが存在し、Vx ⋐ UX とできる。{Vx}x∈Lはコンパクト集合 Lの開被覆だから、Lか
ら有限個の点 x1, · · · , xnを選んで {Vxi}1≤i≤nが Lを被覆するようにできる。Uxi および
Vxi を改めて Uiおよび Viと書く。Li = L ∩ cl(Vi)と置く。n以下の自然数 iに対し、

Mi = K ∪ L1 ∪ · · · ∪ Li

と置く。ただし、M0 = K である。Ki = Mi−1 ∩ Liと置くと、Mi = Mi−1 ∪ Liである。
よって、命題 B.5.3より、次の図式は引き戻しである。

F(Mi) / /

��

F(Li)

��
F(Mi−1) // F(Ki)
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F|Uiは可撓層だから、制限射F(Li)→ F(Ki)はSerre束になる。よって、制限射F(Mi)→
F(Mi−1)は Serre束になる。よって、制限射F(L) = F(Mn)→ · · · → F(M0) = F(K)は
Serre束になる。以上より F は可撓層である。

全く同様に、次のことも示すことができる。

命題 2.2.7. Bは正規ハウスドルフ空間とする。このとき、B上の連続層F に対し、以下
は同値である。

1. F は可撓層である。

2. Bの有限閉被覆 {Bi}iが存在し、各 F|Bi が可撓層であるようにできる。

上記二つを組み合わせれば以下を得る。

命題 2.2.8. Bは局所コンパクトな正規ハウスドルフ空間とする。このとき、B上の連続
層 F に対し、以下は同値である。

1. F は可撓層である。

2. Bの局所有限閉被覆 {Bi}iが存在し、各 F|Bi が可撓層であるようにできる。

2.3 弱可撓層
本節では可撓層の一般化である、弱可撓層を定義する。弱可撓層は Studer [29]によっ

て岡-Grauertの原理を層理論的に取り扱うために導入された。
まず、コンパクト集合の組の弱可撓性を定義する。

定義 2.3.1. B を位相空間とし、F を B 上の連続層とする。B のコンパクト部分集合
K,L ⊂ Bの組 (K,L)が F に関する順序付き弱可撓 (ordered weakly flexible)対であると
は、次の二つを満たすことを言う。

1. 次の引き戻し図式がホモトピー引き戻し図式となる。

F(K ∪ L) //

��

F(L)

��
F(K) // F(K ∩ L)

2. F(K ∪ L)→ F(K)が Serre束になる。
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注意 2.3.2. Bがハウスドルフ空間の時、上の条件 1.は、次の射が弱同値となることと同
値である。

F(K ∪ L) ∼= F(K)×F(K∩L) F(L)→ F(K)×F(K∩L) F(K ∩ L)[0,1] ×F(K∩L) F(L)

また、条件 2.は次の写像 Φが任意の nで全射になることと同値である。

Φ : Hom(∆n,F(K ∪ L))→ Hom(Λni ,F(K ∪ L))×Hom(Λn
i ,F(K)) Hom(∆n,F(K))

(K,L)がF に関する弱可撓 (weakly flexible)対であるとは、F が圏Topに値を持ち、連
続層として条件 1を満たし、上記の写像Φの像がコンパクト開位相について稠密になるこ
とを言う。Studer [29]は弱可撓対として “C-対”を採用することで、層理論的ホモトピー
原理を岡-Grauert理論へと応用しようとした。
注意 2.3.3. 順序付き弱可撓対の Studer [29]によるオリジナルの定義は、上記よりも強い
定義となっている。上記の定義から Studerの定理をそのまま証明できるかどうかはわか
らないが、Stein多様体論への応用を考えた場合、これで十分である。
次に、コンパクト集合の n-組に関する弱可撓性を定義する。

定義 2.3.4. B のコンパクト部分集合 K1, · · · ,Kn ⊂ B の組 (K1, · · · ,Kn)が (連続層 F
に関する)弱可撓繋ぎ (weakly flexible string)(resp. 順序付き弱可撓繋ぎ (ordered weakly

flexible string))であることを、nに関して帰納的に、次のように定義する。

1. (K1)は弱可撓繋ぎ (resp. 順序付き弱可撓繋ぎ)である。

2. (K1,K2)が弱可撓繋ぎ (resp. 順序付き弱可撓繋ぎ)であるとは、(K1,K2)が弱可撓
対 (resp. 順序付き弱可撓対)であることを言う。

3. (K1, · · · ,Kn)(n ≥ 3)が弱可撓繋ぎ (resp. 順序付き弱可撓繋ぎ)であるとは、(K1 ∪
· · · ∪ Kn−1,Kn)が弱可撓対 (resp. 順序付き弱可撓対)であり、(K1, · · · ,Kn−1)と
(K1 ∩Kn, · · · ,Kn−1 ∩Kn)が弱可撓繋ぎ (resp. 順序付き弱可撓繋ぎ)であることを
言う。

これで準備が整ったので、(順序付き)弱可撓層を定義する。

定義 2.3.5 (Studer [29]). B を位相空間とし、F を B 上の連続層とする。F が弱可撓
(weakly flexible)(resp. 順序付き弱可撓 (ordered weakly flexible))であるとは、Bの任意の
開被覆 U に対して、U を細分する局所有限な可算コンパクト被覆 {Kn}n∈Nで次を満たす
ものが存在することを言う。

• 任意の nに対し (K1, · · · ,Kn)がF に関する弱可撓繋ぎ (resp. 順序付き弱可撓繋ぎ)

である。

• {Int(Kn)}nはBの開被覆である。
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(ただし、Intは内部作用素である。)

注意 2.3.6. Studer [29]によるオリジナルの定義は、{Int(Kn)}nがBを被覆することを要
求していない。しかし、C-対が弱可撓対として現れる場合は、これは自動的に満たされる。
上記の定義は Studerによるオリジナルの定義である。ここでは、さらに強い次の定義

を用いる。

定義 2.3.7. F が全局所弱可撓 (resp. 全局所順序付き弱可撓)であるとは、Bの任意の開
集合 U に対し F|U が弱可撓 (resp. 順序付き弱可撓)であることを言う。

例 2.3.8. Fがハウスドルフ空間B上の可撓層ならば、任意のコンパクト部分集合の組 (K,L)

は順序付き弱可撓対である。よってさらに、任意のコンパクト部分集合のn-組 (K1, · · · ,Kn)

は順序付き弱可撓繋ぎである。
Bがさらに局所コンパクトかつパラコンパクトならば、任意の開被覆 U に対して、U を

細分する局所有限な可算コンパクト被覆 {Kn}n∈Nで次を満たすものが存在する。

• {Int(Kn)}nはBの開被覆である。

特にこの時、B上の可撓層は順序付き弱可撓層である。Bがさらに遺伝的パラコンパクト
(i.e. 任意の開集合がパラコンパクト)ならば、B上の可撓層は全局所順序付き弱可撓層で
ある。例えば、第二可算公理を満たす局所コンパクト・ハウスドルフ空間や、局所コンパ
クト距離空間は上記すべての条件を満たす。
例 2.3.9. Bを複素多様体とする。Stein開集合を認容開集合とし、正則領域による被覆と
id : U → U を被覆とすることで B上のG-位相が定まる。岡写像 E → Bの切断の層は、
上記のG-位相について全局所弱可撓である。(cf. [29])

注意 2.3.10. Studer [29]は弱可撓層が完備距離化可能空間に値を持つ場合に岡-Grauertの
原理へ応用があることを示した。一方、Studerは順序付き弱可撓層の応用について、

“Ordered flexibility is―in the context of Oka theory―most of times rather

easy to show. Proofs shall be given elsewhere.”

と書いているが、Studerがどのような応用を考えているのか現時点ではよくわからない。
(個人的な予想だが、正則切断ではなく滑らかな切断の層への応用を考えているような気
がする。) しかし、岡写像E → Bの切断の層F はおそらく順序付き弱可撓層にはならな
いと思われる。F(K ∪ L)→ F(K)が Serre束ならば、特に各弧状連結成分上で全射また
は空写像でなければならないが、これは期待できない。実際、Cnの Stein開集合は任意の
境界点に対してその周りに拡張できない正則関数を持つことが知られている。(このよう
な性質を持つ連結開集合を正則領域 (domain of holomorphiy)と呼ぶ。正則領域は擬凸領
域と同値であり、Stein多様体とは擬凸領域の一般化として定義されている。)

全局所弱可撓層を導入する理由は、次の性質にある。

命題 2.3.11. F が全局所順序付き弱可撓ならば、F はホモトピー層である。
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証明. Bの任意の開集合 U の局所有限な可算コンパクト被覆 {Kn}n∈Nで次を満たすもの
をとる。

• 任意の nに対し (K1, · · · ,Kn)が F に関する順序付き弱可撓繋ぎである。

• {Int(Kn)}nは U の開被覆である。

Ln = K0 ∪ · · · ∪Knとする。次の図式を考える。

F(U)

��

// · · · // F(Ln+1)

��

// F(Ln)

��

// · · · // F(L0) = F(K0)

��∞∏
i

F(Ki)

����

// · · · //
n+1∏
i

F(Ki)

����

//
n∏
i

F(Ki)

����

// · · · // F(K0)

����∞∏
i,j=0

F(Ki ∩Kj) // · · · //
n+1∏
i,j=0

F(Ki ∩Kj) //
n∏

i,j=0

F(Ki ∩Kj) // · · · // F(K0)

各列は差核であり、各行は塔とその極限である。まず、下二列は積の射影の列なので、qTop
が正則モデル圏であることから、これは fibrationの塔である。各 nに対し (K1, · · · ,Kn)

がF に関する順序付き弱可撓繋ぎであることから、上行も fibrationの塔である。よって、
各塔の極限は塔のホモトピー極限でもある。また、(K1, · · · ,Kn)が F に関する順序付き
弱可撓繋ぎであることから、一番左以外の各列はホモトピー差核でもある。よって、一番
左列もホモトピー差核である。これは実際、次のような計算からわかる。

F(U) ∼= lim
←−n
F(Ln)

' holim
←−n

F(Ln)

' holim
←−n

holim
←−

[

n∏
i

F(Ki) ⇒
n∏

i,j=0

F(Ki ∩Kj)]

' holim
←−

holim
←−n

[
n∏
i

F(Ki) ⇒
n∏

i,j=0

F(Ki ∩Kj)]

' holim
←−

[
∞∏
i

F(Ki) ⇒
∞∏

i,j=0

F(Ki ∩Kj)]

このような可算コンパクト被覆 {Kn}nは開被覆と共終なので、F(U)はF+(U)に弱同値
である。(ただし、ここではホモトピー (余)極限を用いてプラス構成を定めている。) す
なわち、F は F+と弱同値である。これは F がホモトピー層であることを意味する。

擬位相空間の圏 qTopに値を持つホモトピー層は、単体的集合の圏 sSetに値を持つホ
モトピー層を導く。また、任意の擬位相空間は qTop上の束対象であるため、上記のよう
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に導かれた sSetに値を持つホモトピー層の値域はKan複体の圏に値を持つ。Kan複体の
圏は∞-亜群の圏と圏同値であり、Kan複体に値を持つB上のホモトピー層はB上の∞-

園と見なすことができる。これは十分な点を持つ。qTop→ sSetがフィルター余極限を
保ち、弱同値を創出することとより、次が成り立つ。

命題 2.3.12. f : F → G は、qTopに値を持つ B上のホモトピー層の間の射とする。次
は同値である。

1. f は sectionwiseに弱ホモトピー同値である。

2. f は stalkwiseに弱ホモトピー同値である。

証明. 関手 qTop → sSetをGと置く。このとき、G(f) : G(F) → G(G)は∞-園の間の
射とみなせる。Gがフィルター余極限を保つこととより、任意の点 x ∈ Bに対しG(fx)と
G(f)xは同型である。よって、

f は stalkwiseに弱ホモトピー同値である ∼= G(f)は stalkwiseに弱ホモトピー同値である
∼= G(f)は sectionwiseに弱ホモトピー同値である
∼= f は sectionwiseに弱ホモトピー同値である

直ちに次を得る。

系 2.3.13. f : F → Gは、B上の全局所弱可撓層の間の射とする。次は同値である。

1. f は sectionwiseに弱ホモトピー同値である。
(i.e. 任意の開集合 U ⊂ Bに対し、射 fU : F(U)→ G(U)は弱同値である。)

2. f は stalkwiseに弱ホモトピー同値である。
(i.e. 任意の点 x ∈ Bに対し、茎の間の射 fx : Fx → Gxは弱同値である。)

特に、Bが局所コンパクトかつ遺伝的パラコンパクトなハウスドルフ空間ならば、可撓層
の間の射に対して上記の同値が成り立つ。

2.4 モデル構造
本節では、連続層の間の射が stalkwiseに弱ホモトピー同値ならば弱同値とし、可撓拡張

ならば束とするようなモデル構造の存在を議論したい。しかし、連続層の圏 Sh(B;qTop)

上では弱同値と束は定義できるものの、余束の存在が期待できない。そこで、まずは必要
な余束を追加することによって舞台となる圏を拡張する必要がある。(cf. 第 2.4.1節) 次
に拡張された圏の上で、二種類のモデル構造を定義する。(cf. 第 2.4.2節、第 2.4.3節) 最
後に、得られた二種類のモデル構造を混合することで、希望のモデル構造を得る。(cf. 第
2.4.4節)
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2.4.1 舞台となる圏の拡張
可撓拡張を束とするようなモデル構造を構成するため、可撓拡張を右リフト性質で特徴づ

けたい。しかし、可撓拡張を右リフト性質で特徴づけられる射のクラスは圏 Sh(B;qTop)

の内部でとることはできない。しかし、圏 Sh(B;qTop)の変種を考えることにより、こ
のような射のクラスを含んだ新たな圏PSh∗(Bcpt;qTop)を考えることができる。

アイデア

部分集合 K ⊂ B に対し、包含写像 i : K ⊂ B は随伴 i∗ a i∗ : Sh(K;qTop) →
Sh(B;qTop)を定める。ここでは仮に、任意のコンパクト部分集合K に対し、引き戻し
関手 i∗ : Sh(K;qTop) → Sh(B;qTop) が左随伴 i! : Sh(B;qTop) → Sh(K;qTop)

を持っていたと仮定してみよう。1 一点集合へのただ一つの写像 µ : K → 1 は、随伴
µ∗ a µ∗ : qTop→ Sh(K;qTop)を定める。µ∗ a µ∗と i! a i∗を合成することにより、随
伴 i!µ

∗ a µ∗i∗ : qTop→ Sh(B;qTop)を得る。各連続層 F に対し、µ∗i∗(F) = F(K)で
ある。各擬位相空間X に対し、i!µ∗(X) = X/K と表すことにしよう。このとき、連続層
の間の射F → Gと任意のコンパクト対K ⊂ L(⊂ B)について、次の二つの主張は同値で
ある。

• 次の四角図式はリフトを持つ。

Λni
//

��

F(L)

��
∆n // F(K)×G(K) G(L)

• 次の四角図式はリフトを持つ。

(Λni )/L ∪(Λn
i )/K

∆n
/K

//

��

F

��
∆n
/L

// G

こうして可撓拡張を右リフト性質で特徴づけることができた。

1例えば B が離散集合であれば条件を満たすが、残念ながら多くの場合このような状況は期待できない。
このような連続写像をトポス理論では本質的 (essential)と言い、これは局所同相写像の一般化である。実際、
K が開集合であれば零延長と呼ばれる i! の構成が存在する。
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景の拡張

以上はあまり意味のある議論ではない。なぜなら、左随伴 i!の存在という仮定が強すぎ
るからである。ここで、任意の開埋め込み i : U ⊂ Bに対しては零延長と呼ばれる i!が存
在することを思い出し、Bの開集合系にコンパクト集合系を新たに加えることで、層の定
義域を拡張してみる。任意の位相空間Bに対し、

Bcpt = {U ∩K |U ⊂ X は開集合、K ⊂ X はコンパクト }

とする。Bcptは包含関係を射として圏の構造を持つので、Bcpt上の前層が定義できる。コ
ンパクト部分集合K ⊂ Bおよび擬位相空間X に対し、Bcpt上の前層X/K を次のように
定義する。

X/K(A) =

{
X (A ⊂ K)

∅ (A 6⊂ K)

関手 qTop → PSh(Bcpt;qTop);X 7→ X/K は関手 PSh(Bcpt;qTop) → qTop;F 7→
F(K)の左随伴である。よって、圏 PSh(Bcpt;qTop)上では可撓拡張は右リフト性質に
よって特徴づけることができる。

添加前層

議論の本質は以上だが、モデル構造の存在を示すためには少し技術的な困難が残る。そ
こで、次の定義を導入する。

定義 2.4.1. qTopに値を持つBcpt(resp. B)上の前層Fが添加前層であるとは、F(∅) = 1を
満たすことである。qTopに値を持つBcpt(resp. B)上の添加前層の圏をPSh∗(Bcpt;qTop)(resp.

PSh∗(B;qTop))と書く。

Grothendieckによる最初の定義では、前層の定義域は空でない開集合全体の集合であっ
た。その意味での前層 F が存在した時、F(∅) = 1と定めることによって現代の意味での
前層が得られる。これは上記の添加前層である。任意の層は添加前層であるため、実用上
は前層と添加前層の区別は必要ないと言えるだろう。ここで、添加単体的集合について同
様の議論を行うことを思い出し、これに倣って添加前層という呼称を採用する。

関手 ι : Sh(B;qTop)→ PSh∗(Bcpt;qTop)を、

ι(F)(A) = lim−→
U⊃A
F(U)

によって定義する。

命題 2.4.2. 上記の関手 ιは充満忠実かつ左完全である。
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証明. ι1 : Sh(B;qTop) → PSh∗(B;qTop)を包含関手とし、ι2 : PSh∗(B;qTop) →
PSh∗(Bcpt;qTop)を

ι2(F)(A) = lim−→
U⊃A
F(U)

によって定義する。ι = ι2 ◦ ι1である。ι1は充満忠実かつ左完全であるので、ι2が充満忠
実かつ左完全であることを示せばよい。ν : PSh∗(Bcpt;qTop)→ PSh∗(B;qTop)を

ν(F)(U) = F(U)

によって定義する。この時、随伴 ι2 a νが存在し、さらに ι2 a νの単位射は同型である。
よって ι2は充満忠実である。また、有限極限とフィルター余極限は交換するから、ι2は左
完全である。以上より ι(= ι2 ◦ ι1)は充満忠実かつ左完全である。

2.4.2 コンパクト可撓モデル構造
圏PSh∗(Bcpt;qTop)上に一つ目のモデル構造を定義する。余束生成モデル構造を定義

するため、二つの射の集合 Icptと Jcptおよび射のクラスWcptを次のように定義する。

Icpt = {(∂∆n)/L ∪(∂∆n)/K ∆n
/K → ∆n

/L |K,L, n}
Jcpt = {(Λni )/L ∪(Λn

i )/K
∆n
/K → ∆n

/L |K,L, n, i}
Wcpt = {f : F → G | fK : F(K)→ G(K)は弱同値 (∀K :コンパクト)}

ただし、Icptの条件に現れるK, Lはコンパクト部分集合の組でK ⊂ L(⊂ B)の範囲を動
き、nは自然数で n ≥ 0の範囲を動く。また、Jcptの条件に現れるK, Lはコンパクト部
分集合の組でK ⊂ L(⊂ B)の範囲を動き、n, iは自然数の組で n > 0, 0 ≤ i ≤ nの範囲を
動く。

定理 2.4.3. Icptが余束を、Jcptが非輪状余束を生成し、Wcptが弱同値のクラスに一致す
るような余束生成モデル構造が、圏PSh∗(Bcpt;qTop)上に存在する。

証明. 命題 C.3.2を応用するため、次を確かめればよい。

(1) Cof(Jcpt) ⊂Wcpt ∩ Cof(Icpt)である。すなわち、以下の二つが成り立つ。

(1.1) Cof(Jcpt) ⊂ Cof(Icpt)である。
(1.2) Cof(Jcpt) ⊂Wcptである。

(2) rlp(Icpt) = rlp(Jcpt) ∩Wcptである。すなわち、以下の三つが成り立つ。

(2.1) rlp(Icpt) ⊂ rlp(Jcpt)である。
(2.2) rlp(Icpt) ⊂Wcptである。
(2.3) rlp(Icpt) ⊃ rlp(Jcpt) ∩Wcptである。
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(3) 三つの射 f , gおよび g ◦ f のうち二つがWcptに含まれるならば、残りの一つもWcpt

に含まれる。

(4) Icptと Jcptは小対象引数を許容する。

順番に確かめていこう。

(1.1) Cof(Jcpt) ⊂ Cof(Icpt)である。

以下の分解により、Jcpt ⊂ cell(Icpt)である。

(Λni )/L ∪(Λn
i )/K

∆n
/K

// ∂∆n
/L ∪∂∆n

/K
∆n
/K

// ∆n
/L

∂∆n−1
/L ∪∂∆n−1

/K
∆n−1
/K

OO

// ∆n−1
/L

OO

よって cell(Jcpt) ⊂ cell(Icpt)である。よって Cof(Jcpt) ⊂ Cof(Icpt)である。

(1.2) Cof(Jcpt) ⊂Wcptである。

擬位相空間Xおよびコンパクト部分集合K ⊂ Bに対し、X/K = X/B × 1/K が成り立つ。
JqTopに含まれる任意の射X → Y に対し、X/B → Y/B は sectionwiseに非輪状余束であ
る。任意のコンパクト部分集合の組K ⊂ Lに対し、1/K → 1/Lは sectionwiseに余束で
ある。qTopはデカルト閉モデル圏だから、X/L

∐
X/K

Y/K → Y/Lは sectionwiseに非輪
状余束である。よって任意の f ∈ Cof(Jcpt)は sectionwiseに非輪状余束である。特にこれ
は弱同値である。以上より Cof(Jcpt) ⊂Wcptである。

(2.1) rlp(Icpt) ⊂ rlp(Jcpt)である。

次が成り立つ。
f ∈ rlp(Icpt)

⇔ IqTop ⋔ fK⊂L (for ∀K,L)

⇒ JqTop ⋔ fK⊂L (for ∀K,L)

⇔ f ∈ rlp(Jcpt)

よって rlp(Icpt) ⊂ rlp(Jcpt)である。

(2.2) rlp(Icpt) ⊂Wcptである。

任意の f ∈ rlp(Icpt)に対し、f∅⊂K : F(K)→ G(K)は非輪状束である。特にこれは弱同値
である。F と Gが添加前層であることから、fK = f∅⊂K である。よって rlp(Icpt) ⊂Wcpt

である。

(2.3) rlp(Icpt) ⊃ rlp(Jcpt) ∩Wcpt.
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任意の f ∈ rlp(Jcpt) ∩Wcptをとる。f ∈ rlp(Jcpt)だから、fK⊂Lは束である。特に fK =

f∅⊂K : F(K)→ G(K)は束である。f ∈Wcptより fK は非輪状束である。

F(L) fL

'

$$

**

fK⊂L

''OO
OOO

OOO
OOO

O

F(K)×G(K) G(L)
' //

��

G(L)

��
F(K)

fK

' // G(K)

非輪状束の引き戻しは非輪状束であるので、上記のF(K)×G(K) G(L)→ G(L)は非輪状束
である。特にこれは弱同値である。よって fK⊂Lは弱同値である。fK⊂Lは束でもあった
ので、これは非輪状束である。これは f ∈ rlp(Icpt)を意味する。以上より rlp(Icpt) ⊂Wcpt

である。
(3) 三つの射 f , gおよび g ◦ f のうち二つがWcptに含まれるならば、残りの一つもWcpt

に含まれる。
明らか。
(4) Icptと Jcptは小対象引数を許容する。
次の随伴を考える。

qTop

X 7→X/K

//
> PSh∗(ŨB;qTop)

GKoo

PSh∗(ŨB;qTop)上の余極限は objectwiseに余極限なので、GK は全ての余極限を保つ。
命題 C.1.25より、関手 X 7→ X/K は任意の小さい対象を保つ。例 C.1.21より、任意の
(X → Y ) ∈ IqTopと任意の (X ′ → Y ′) ∈ JqTopに対し、X, X ′, Y および Y ′はすべて小
さい。よって任意のコンパクト集合K ⊂ Bに対し、X/K , X ′/K , Y/K および Y ′/K はすべ
て小さい。系 C.1.23より、X/L

∐
X/K

Y/K とX ′/L
∐
X′

/K
Y ′/K は小さい。以上より Icptと

Jcptは小対象引数を許容する。

2.4.3 各点射影的モデル構造
次の随伴を考える。

∏
x∈B

qTop

Fpt

//
> PSh∗(ŨB;qTop)

Gptoo

ただし、
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• Gpt(F) = (F({x}))x∈B

• [Fpt((X
x)x∈B)](U) =


∅ (|U | ≥ 2)

Xx (U = {x})
1 (U = ∅).

系 C.3.4と命題 C.3.5より、次の定理を得る。

定理 2.4.4 (各点射影モデル構造). 圏PSh∗(ŨB;qTop)は以下を満たすモデル構造を持つ。

• f : F → Gが弱同値である
⇔ 任意の点 x ∈ Bに対し、f{x} : F({x})→ G({x})が弱同値である。

• f : F → Gが束である
⇔ 任意の点 x ∈ Bに対し、f{x} : F({x})→ G({x})が束である。

さらに、このモデル構造は右正則である。

証明. 命題 C.3.5より、圏∏
qTopは余束生成モデル構造を持ち、W =

∏
WqTopを弱同

値のクラスとし、I =
∐
Ixが余束を、J =

∐
Jxが非輪状余束を生成する。ただし、Ixお

よび Jxは次のように定義されている。(cf. 命題 C.3.5)

Ix =

 ∏
y∈B,y 6=x

{id∅}

× Ix
Jx =

 ∏
y∈B,y 6=x

{id∅}

× Jx
系 C.3.4を応用するため、次を示す。

1. Gptは任意の余極限を保つ。

2. Gpt(Fpt(I)) ⊂ cell(I)かつGpt(Fpt(J)) ⊂ cell(J)である。∏
qTop上の余極限と PSh∗(ŨB;qTop)上の余極限は、どちらも objectwiseに計算でき

る。よってGptは任意の余極限を保つ。また、GptFpt ∼= IdよりGpt(Fpt(I)) ⊂ cell(I)かつ
Gpt(Fpt(J)) ⊂ cell(J)である。以上より系 C.3.4の条件を満たすので、圏PSh∗(ŨB;qTop)

は求めるモデル構造を持つ。
さらに、このモデル構造について全ての対象は束対象である。よって、命題 C.5.9より、

このモデル構造は右正則である。
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2.4.4 各点可撓モデル構造
コンパクト可撓モデル構造と各点射影モデル構造を混合して、各点可撓モデル構造を得

る。ここで定理 C.6.1を使う。

定理 2.4.5. 圏 PSh∗(ŨB;qTop)は以下を満たすモデル構造を持つ。

• f : F → Gが弱同値である
⇔ 任意の点 x ∈ Bに対し、f{x} : F({x})→ G({x})が弱同値である。

• f : F → Gが束である
⇔ 任意のコンパクト部分集合の組K ⊂ L ⊂ Bに対し、fK⊂L : F(K)→ F(L)×G(L)
G(K)が束である。

さらに、このモデル構造は右正則である。

証明.

直ちに次を得る。

定理 2.4.6. あるモデル圏PSh∗(Bcpt;qTop)および充満忠実かつ有限極限を保つ埋め込
み ι : Sh(B;qTop)→ PSh∗(Bcpt;qTop)が存在し、次を満たす。

• Sh(B;qTop)上の射 f に対し、
ι(f)が弱同値である⇔ f は stalkwiseに弱同値である。

• Sh(B;qTop)上の射 f に対し、
ι(f)が束である⇔ f が可撓拡張である。
特に、B上の連続層 F に対し、
ι(F)が束対象である⇔ F が可撓である。

証明. 定理 2.4.5と命題 2.4.2より明らか。

2.5 形式的切断の層
2.5.1 形式的切断の層
微分関係 Rとはジェット束の部分束であり、ファイバー束 Rの連続な切断を偏微分関

係Rの形式的解と呼ぶのであった。ここでは任意の連続層F に対し、F の “形式的切断”

の層 F∗が構成できることを述べる。
まずは定義を述べよう。
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定義 2.5.1. 位相空間B上の連続層 F に対し、B上の前層 F□を

F□(U) = F(U)Sing
q(U)

によって定義する。前層F□の層化をF∗と書き、これをFの形式的切断 (formal section)

の層または fiberwise holonomic切断の層と呼ぶ。
各射影 F(U) × Singq(U) → F(U)に対応する射 F(U) → F(U)Sing

q(U) が導く層の射
F → F∗を対角射と呼ぶ。

注意 2.5.2. 対角射をしばしば∆ : F → F∗で表す。これはしばしば誤解を招く表記であ
るが、ここではGromov [8]の表記に合わせる。
注意 2.5.3. 偏微分関係の形式的解と比べると、上記の定義は奇妙に思われるかもしれな
い。実際、これは fiberwise holonomic切断の層と呼ぶ方が正確である。(cf. [4, p.24]) し
かし、実用上これらを区別する必要がないことから、ここでは形式的切断の層と呼ぶ。詳
しい説明は本節の後半に回す。

連続層のパラメータ化

形式的切断の層には別の構成もある。まずは連続層のパラメータ化を定義する。

定義 2.5.4. 位相空間B上の連続層F および位相空間 P に対し、景Btop × Ptop上の前層
F□P を

F□P (U, V ) = F(U)Sing
q(V )

によって定義する。前層 F□P の層化を FP と書く。FP は景 Btop × Ptop上の層 (すなわ
ち、G-位相空間B×P 上の層)であるが、これは位相空間B×P 上の層と見做せる。B×P
上の層 FP を F の P -パラメータ化と呼ぶ。

特に、P = Bの場合を考える。対角射B → B×Bによって連続層FBを引き戻すこと
ができるが、この引き戻しとして得られるB上の連続層が F の形式的切断の層である。

命題 2.5.5. 形式的切断の層の、上記の二つの定義は同値である。

証明. ここでは、B ×BをG-位相空間としての積の構造を入れて考える。前層F□B の対
角射∆ : B → B ×Bによる引き戻しを∆pF□B と書く。∆pF□B の層化がF∗に同型であ
ることを示せばよい。各開集合 U ⊂ Bに対し、∆(U) ⊂ B ×Bを含む最小の認容開集合
は U ×U である。よって、∆pF□B(U) ∼= F□B(U ×U) = F(U)Sing

q(U)である。すなわち
∆pF□B ∼= F□である。よって、この層化は F∗に同型である。
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2.5.2 Gromovの補題
Gromovは、底空間Bが多面体であるとき、任意の連続層Fに対して次の性質を示した。
1. 対角射∆ : F → F∗は stalkwiseに弱同値である。
2. 形式的切断の層 F∗は可撓層である。

2.の証明は次節に回す。(cf. 補題 2.6.3) ここでは 1.を証明する。
まず、底空間Bが満たすべき性質を定義する。

定義 2.5.6. 位相空間Bが強局所可縮であるとは、任意の点 x ∈ Bに対し、xを強変位レ
トラクトとする開近傍からなる近傍基が存在することを言う。
補題 2.5.7 (Gromov [8], Y.). B は強局所可縮空間とする。B 上の任意の連続層 F に対
し、対角射∆ : F → F∗は stakwiseに弱同値である。
証明. 命題 1.3.8より、下図のような可換な四角図式が存在した時、下図の γが存在して
上三角を可換にし、下三角を高々 ∂∆nを固定するホモトピーによる同値を除いて可換に
することを示せばよい。

∂∆n //

��

Fx
∆x

��
∆n //

γ
99

F∗x ∼= F□
x

xの十分小さい開近傍 U をとり、次の図式を考えてよい。
∂∆n α //

��

F(U)

∆x

��
∆n

β
//

γ
;;

F(U)U

B は局所強可縮だから、x ∈ U は強変位レトラクション pu : U → U を持つとしてよ
い。pu は F(U) → F(U)U の強変位レトラクション Hu : F(U)U → F(U)U を導く。
γ = H1 ◦ β : ∆n → F(U)は上三角を可換にし、下三角をホモトピーHu ◦ βによる同値を
除いて可換にする。ホモトピーHu ◦ βは ∂∆nを固定する。以上より、∆xが弱同値であ
ることが示された。

2.5.3 偏微分関係の解の層
前々小節で述べたように、F∗を形式的切断の層と呼ぶのは適切ではない。本小節では
F が偏微分関係Rの厳密解の層 Sol(−;R)である場合で考え、Sol∗(−;R)が何を意味する
のかを考察する。Sol∗(−;R)の切断は fiberwise holonomic切断 (cf. [4, p.24])と呼ばれる
対象であり、その意味は局所的な厳密解を連続的に指定したものである。さらに、標準的
な射 Sol∗(−;R)→ Γ(−;R)が存在し、ある程度良い条件の下ではこれは sectionwiseに弱
同値である。
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偏微分関係における形式的切断

“形式的切断”と “形式的解”の違いについて補足する。p : E → B を滑らかなファイ
バー束とし、R ⊂ JrEを偏微分関係とする。Sol(−;R)は偏微分関係Rの厳密解の層とす
る。ここで、Rの厳密解とは、ファイバー束Rの切断であって、pの切断の持ち上げとし
て得られるもののことであった。
注意 2.5.8. ここで、Rの厳密解を「pの切断であって、持ち上げの像がRに含まれるもの」と
定義しない理由は、擬位相空間としての構造の入れ方に違いがあるからである。Sol(U ;R)

は Γ(U ;R)と Γ(U ; p)のどちらにも包含されていると見做すことができる。しかし、ここ
では Γ(U ; p)に包含されているとは考えず、Γ(U ;R)から導かれる “相対擬位相”を入れる
のである。具体的には次のように定める。各閉集合K ⊂ ∆nに対し、

Sol[K](U ;R) = {s : K × U → R |各 t ∈ K に対し、st : U → Rは厳密解。}

とすることで擬位相空間 Sol(U ;R)が定まり、これによって連続層 Sol(−;R)が定まる。
各位相空間 P に対し、位相空間B × P 上の層 SolP (−;R)が

SolP (U × V ;R) = {s : U × V → R |各 p ∈ V に対し、sp : U → Rは厳密解。}

によって定まる。対角射B → B×Bによって連続層 SolB(−;R)を引き戻すと、Sol∗(−;R)
が得られる。各切断 s ∈ Sol∗(U ;R)とは、Rの厳密解の芽を連続的に繋いだものである。
このような切断を fiberwise holonomic切断と呼ぶ。(cf. [4, p.24]) 一方、Rの形式的解と
は単にファイバー束Rの連続的切断のことであった。各 fiberwise holonomic切断 s(x, y)

に対し、形式的解 s(x, x)を対応させることにより、連続層の射 Sol∗(−;R)→ Γ(−;R)が
定まる。これは次の図式を可換にする。

Sol(−;R) //

''NN
NNN

NNN
NNN

Sol∗(−;R)

��
Γ(−;R)

命題 2.5.9. 連続層 Γ(−;R)は可撓である。

証明. 任意の二つのコンパクト部分集合K ⊂ L(⊂ B)をとり、次の図式を考える。

∆n × {0} α //
� _

��

Γ(L;R)

��
∆n × [0, 1]

β //

∃γ
88

Γ(K;R)

γの存在を示せばよい。
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十分小さい二つの開集合 U ⊃ K, W ⊃ L（U ⊂ W）および二つの擬連続写像 α̃ :

∆n × {0} → Γ(W ;R), β̃ : ∆n × I → Γ(U ;R)が存在して、次の図式を可換とする。

Γ(W ;R)

��

&&LL
LLL

LLL
LL

∆n × {0} α //
� _

��

α̃
88pppppppppp

Γ(L;R)

��

Γ(U ;R)

&&LL
LLL

LLL
LL

∆n × [0, 1]
β //

β̃
88pppppppppp

Γ(K;R)

α̃′ : ∆n×{0}×W → R, β̃′ : ∆n× [0, 1]×U → Rを α̃′(x, 0, p) = α̃(x, 0)(p), β̃′(x, t, p) =

β̃(x, t)(p)で定めると、これは連続である。
今、コンパクト台を持つ連続関数 δ : U → [0, 1]で、Kを含む開集合上で δ ≡ 1なるもの

をとる。これを用いて、φ : ∆n × [0, 1]× U → ∆n × [0, 1]× U を φ(x, t, p) = (x, tδ(p), p)

として定める。また、W ′ =W − supp(δ)として、ψ : ∆n× [0, 1]×W ′ → ∆n×{0}×W ′

を ψ(x, t, p) = (x, 0, p)として定める。β̃′ ◦ φと α̃′ ◦ ψ は上手く貼り合って、γ̃′ : ∆n ×
[0, 1] ×W → Rを定める。γ̃ : ∆n × [0, 1] → Γ(W ;R)を γ̃(x, t)(p) = γ̃′(x, t, p)で定め、
∆n × [0, 1]

γ̃→ Γ(W ;R)→ Γ(L;R)なる合成を γとすれば条件を満たす。

また、後 (cf. 補題 2.6.3)で示す通り、任意の連続層F に対し、F∗も可撓層である。系
2.3.13より、次が成り立つ。
命題 2.5.10. 射 Sol∗(−;R) → Γ(−;R)が stalkwiseに弱同値ならば、これは sectionwise

に弱同値である。
証明は次の小々節に回すが、例えばRが開であれば射Sol∗(−;R)→ Γ(−;R)は stalkwise

に弱同値である。

局所解の初期値に対する連続性

射 Sol∗(−;R)→ Γ(−;R)が stalkwiseに弱同値であるとはどういうことか考察する。こ
れはすなわち、任意の点 x ∈ B に対し、次のような四角形の可換図式を考えると、斜め
に横断する射 γが存在し、図式の上三角を可換にし、下三角を高々 ∂∆nを止めたホモト
ピーで可換にすることである。

∂∆n α //� _

��

Sol∗(x;R)

��
∆n

β
//

∃γ
99

Γ(x;R)
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ここで、β : ∆n → Γ(x;R)は xのある開近傍 U をとって、ある ∆n をパラメータに持
つ連続な切断 β̃ : ∆n × U → Rの芽である。β̃ を、∆n × U に依存する連続な “初期値”

の族と考えよう。すなわち、各 (z, y) ∈ ∆n × U に対し、β̃(z, y) = s(y)を満たす厳密解
s ∈ Sol(U ;R)を探す。斜めに横断する射 γ とは厳密解の連続な族のことであるが、上図
の下三角を高々 ∂∆nを止めたホモトピーで可換にするとは、“初期値”の族 β̃を高々 ∂∆n

を止めたホモトピーで変形することで、連続的な解の族 γが得られるということである。
さらに、上図の上三角を可換にするとは、もともと ∂∆n × U に依存する連続な厳密解の
族 α̃が存在した時、上記のような連続的な解の族 γ を、∂∆n × U への制限がもとの族 α̃

に一致するようにとれるということである。

例えば偏微分関係Rが開であれば、この条件を満たす。ただし、簡単のため、ここでは
次の形で証明する。

命題 2.5.11. Rは開とする。このとき、射 Sol(−;R)→ Γ(−;R)は stalkwiseに弱同値で
ある。

証明. 次のような四角形の可換図式を考える。

∂∆n α //� _

��

Sol(x;R)

��
∆n

β
//

∃γ
::

Γ(x;R)

斜めに横断する射 γが存在し、図式の上三角を可換にし、下三角を高々 ∂∆nを止めた
ホモトピーで可換にすることを示せばよい。
十分小さい xの開近傍 U および二つの擬連続写像 α̃ : ∂∆n → Sol(U ;R), β̃ : ∆n →

Γ(U ;R)が存在して、次の図式を可換とする。

Sol(U ;R)� _

��

&&MM
MMM

MMM
MM

∂∆n α //� _

��

α̃
99tttttttttt

Sol(x;R)

��

Γ(U ;R)

&&MM
MMM

MMM
MM

∆n β //

β̃
99tttttttttt

Γ(x;R)

β̃は∆nをパラメータに持つ連続な切断 β̃ : ∆n × U → Rと見做せる。ジェット束の定義
より、各 z ∈ ∆nに対して β̃(z, x) = jrxs

z ∈ Rと表せる。また、U を十分小さくとれば、
各 szは r-次の多項式としてよい。β̃′(z, y) = jrys

zによって β̃′ : ∆n×U → JrEを定める。
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szを多項式として取ったことなどから、β̃′は連続である。Rが開であることとより、U を
さらに小さく取り直して β̃′ : ∆n × U → Rとしてよい。
また、α̃は ∂∆nをパラメータに持つ厳密解 α̃ : ∂∆n × U → Rと見做せる。すなわち、

∂∆nをパラメータに持つ滑らかな切断 α : ∂∆n × U → Eで、α̃ = jrαを満たすものが存
在する。σ : ∂∆n × [0, 1]× U → Eを

σ(z, t, x) = tsz(x) + (1− t)α(z, x)

によって定める。2 U を小さく取り直せば σ は ∂∆n × [0, 1] をパラメータに持つ厳密解
jrσ : ∂∆n × [0, 1] × U → Rを導く。jrσと β̃′を連結することで、∆nをパラメータに持
つ厳密解 γ̃ : ∆n ×U → Rを得る。U を十分小さくとり、R上にリーマン計量を一つ固定
しておけば、測地線によって γ̃と β̃はホモトピックである。これらは ∂∆n上で同じ値を
とっているので、その間の測地線は定値であり、すなわち上記のホモトピーは ∂∆n上で
固定される。γ̃ : ∆n × U → Rの x ∈ U における芽を γ : ∆n → Sol(x;R)とすれば、これ
が求める γである。

後で示す通り、射Sol(−;R)→ Sol∗(−;R)は stalkwiseに弱同値である。よって、Sol∗(−;R)→
Γ(−;R)は可撓層の間の stalkwiseに弱同値な射である。すなわち、これは sectionwiseに
弱同値である。

2.6 ABC前束構造
前々節では連続層の圏 Sh(B;qTop)があるモデル圏の中に埋め込めることを示した。

圏 Sh(B;qTop)自身にモデル構造を定義できない理由は、Sh(B;qTop)において余束の
存在が期待できないからであった。そこで、本節では余束の存在公理を落として、弱同値
と束のみからなる構造を連続層の圏 Sh(B;qTop)上に定義する。そのような構造をABC

前束構造 (Anderson-Brown-Cisinski prefibration structure) [23]と呼ぶ。(cf. 第 2.6.2節)

弱同値と束が満たすべき公理の多くは、埋め込まれたモデル圏構造から直ちに導かれる。
しかし、“写像蹟”の存在公理だけはそのようにして得ることができない。そこで、形式的
切断の層の構成を一般化することで、連続層の間の任意の射に対し “写像蹟”を構成する。
(cf. 第 2.6.1節)

2.6.1 可撓蹟
f : F → GはB上の連続層の間の射とする。f は形式的切断の層の間の射 f̃ : F∗ → G∗

を導く。f̃ の写像蹟を f̃ ′ : F∗f → G∗と表す。

2E 上に和の構造が定まっていないので、上記の定義は厳密性に欠ける。しかし、U を小さく取り直せば
sz と αは同じアフィンチャート上に値を持つとしてよく、さらにその間を繋ぐ σ(z, t, x)も全て同じアフィ
ンチャート上に値が取れるとしてよい。
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定義 2.6.1. 上記の f̃ ′を f の可撓積と呼ぶことにする。

注意 2.6.2. G = 1のとき、G∗ = 1である。よって F∗ = F∗f である。
可撓積に関して、次の性質が成り立つ。

補題 2.6.3 (Gromov [8], Y.). Bは正規ハウスドルフ空間とする。B上の連続層の間の任
意の射 f : F → G に対し、f の可撓積 f̃ ′は可撓拡張である。特に、B上の任意の連続層
F に対し、F∗は可撓層である。

証明. 擬位相空間の射 f̃ ′K⊂L : F∗f (L)→ F∗f (K)×G∗(K) G∗(L)が束であることを示す。次
の図式を考える。

∆n−1 α //

��

F∗f (L)

f̃ ′K⊂L

��
∆n−1 × [0, 1]1

β
//

γ
55

F∗f (K)×G∗(K) G∗(L)

([0, 1]1は閉区間 [0, 1]のコピーである。この後現れる閉区間と区別するため、右下に添え
字を置いている。) K の十分小さい開近傍 U および Lの十分小さい開近傍 V で、U ⊂ V
を満たすものをとって、次の図式を考えてよい。

∆n−1 α̃ //

��

F∗f (V )

f̃ ′U⊂V

��
∆n−1 × [0, 1]1

β̃

// F∗f (U)×G∗(U) G∗(V )

F∗f (V ) = F∗(V )×G∗(V ) G∗(V )[0,1]2 より、α̃ : ∆n−1 → F∗f (V )は、次の α1と α2を用いて
α̃ = α1 × α2と表せる。

α1 : ∆n−1 → F∗(V )

α2 : ∆n−1 → G∗(V )[0,1]2 .

([0, 1]2は閉区間 [0, 1]のコピーである。閉区間 [0, 1]1と区別するため、右下に添え字を置
いている。) 同様に β̃も分解する。まず、次の β1と β2を用いて β̃ = β1 × β2と表せる。

β1 : ∆n−1 × [0, 1]1 → F∗f (U)

β2 : ∆n−1 × [0, 1]1 → G∗(V ).

β1はさらに、次の β11と β12を用いて β1 = β11 × β12と表せる。

β11 : ∆n−1 × [0, 1]1 → F∗(U)

β12 : ∆n−1 × [0, 1]1 → G∗(U)[0,1]2

台関数 φ : V → [0, 1]で、supp(φ) ⊂ U およびKのある開近傍上で φ ≡ 1を満たすもの
をとる。W = V − supp(φ)と置く。
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これらのデータを用いて、これから次の射 γ11 , γ
1
2 , γ

2
1 および γ22 を、α1, α2, β11, β12お

よび β2を用いて構成する。

γ11 : ∆n−1 × [0, 1]1 → F∗(U)

γ12 : ∆n−1 × [0, 1]1 → F∗(W )

γ21 : ∆n−1 × [0, 1]1 → G∗(U)[0,1]2

γ22 : ∆n−1 × [0, 1]1 → G∗(W )[0,1]2

補題 1.3.6でとった Σ ↪→ [0, 1]1 × [0, 1]2の強変位レトラクション Ru : [0, 1]1 × [0, 1]2 →
[0, 1]1 × [0, 1]2 をとる。{0} ↪→ [0, 1]1 の強変位レトラクション ru : [0, 1]1 → [0, 1]1 が
Ru(s, 0) = (ru(s), 0)によって定まる。連続写像ψ : ∆n−1×V ×[0, 1]1 → ∆n−1×V ×[0, 1]1
を ψ(p, x, s) = (p, x, r1−ϕ(x)(s))によって定める。同型∆n−1 × [0, 1]1 ∼= ∆nによって同一
視し、∆n−1 × [0, 1]1を Sing∆の対象と見做す。ψは V 上の (集合に値を持つ)前層の射
F□[∆n−1× [0, 1]1]|V → F□[∆n−1× [0, 1]1]|V を導く。層化関手により、これは V 上の (集
合に値を持つ)層の射 ψ̃ : F∗[∆n−1 × [0, 1]1]|V → F∗[∆n−1 × [0, 1]1]|V を導く。各開集合
V ′ ⊂ V に対し、F [∆n−1 × [0, 1]1](V

′)の各元は射∆n−1 × [0, 1]1 → F∗(V ′)と一対一に対
応する。この対応により、γ11 = ψ̃(β11)が定まる。
また、γ12 = α1|W ◦prが定まる。(ただし、α1|W とprはそれぞれ合成射∆n−1 α1

→ F∗(V )→
F∗(W )と標準的射影∆n−1 ×W × [0, 1]1 → ∆n−1 ×W である。)

連続写像Ψ : ∆n−1× V × [0, 1]1× [0, 1]2 → ∆n−1× V × [0, 1]1× [0, 1]2をΨ(p, x, s, t) =

(p, x,R1−ϕ(x)(s, t))によって定める。同型∆n−1 × [0, 1]1 × [0, 1]2 ∼= ∆n+1によって同一視
し、∆n−1 × [0, 1]1 × [0, 1]2を Sing∆の対象と見做す。先ほどと同様に、Ψは V 上の (集
合に値を持つ)層の射 Ψ̃ : G∗[∆n−1 × [0, 1]1 × [0, 1]2]|V → G∗[∆n−1 × [0, 1]1 × [0, 1]2]|V を
導く。これにより γ21 = Ψ̃(β12)が定まる。
ν1と ν2を次のように定義する。

ν1 : ∆
n−1 × {0} × [0, 1]2

∼=→ ∆n−1 × [0, 1]2
α2

→ G∗(W )

ν2 : ∆
n−1 × [0, 1]1 × {1}

∼=→ ∆n−1 × [0, 1]1
β2

→ G∗(W ).

図式 (α̃, β̃)が可換であることから、∆n−1×W ×{0}×{1}上で ν1 = ν2である。よってこ
れは射 ν : ∆n−1 ×W × Σ→ G∗(W )を定める。これにより γ22 = ν ◦ (id×R1)が定まる。
γ11 と γ21 は射 γ1 : ∆n−1 × [0, 1]1 → F∗f (U)を導く。γ12 と γ22 は射 γ2 : ∆n−1 × [0, 1]1 →
F∗f (W )を導く。γ1と γ2は U ∩W 上で貼り合い、射 γ̃ : ∆n−1 × [0, 1]1 → F∗f (V )を導く。
γ̃は図式 (α, β)のリフト γを導く。以上より JqTop ⋔ f̃ ′K⊂Lである。これは f̃ ′が可撓拡
張であることを意味する。

2.6.2 ABC前束構造の存在
まず、ABC前束構造を定義する。
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定義 2.6.4 (A. Radulescu-Banu [23]). C は圏とする。C 上のABC前束構造 (Anderson-

Brown-Cisinski prefibration structure)(W,Fib)とは、弱同値と呼ばれる射のクラスW と、
束と呼ばれる射のクラス Fibの組であって、次の公理を満たすもののことである。(ただ
し、クラス Fib∩W に属する射を非輪状束と呼ぶ。)

1. C は終対象 1を持つ。(モデル圏と同様、X → 1が束であるような対象Xを束対象
と呼ぶ。)

2. W と Fibは射の合成について閉じている。

3. 任意の同型射は弱同値であり、終域が束対象である同型射は非輪状束である。

4. 三つの射 f , gおよび g ◦ f のうち二つが弱同値ならば、残りの一つも弱同値である。

5. Y と Y ′を束対象とし、f : X → Y を束とする。このとき、任意の射 Y ′ → Y に対
し f の引き戻し f ′ : X ′ → Y ′が存在し、このような f ′は束である。さらに f が非
輪状束でもあるならば f ′も非輪状束である。

6. 任意の射 f は、eが弱同値かつ pが束である分解 f = p ◦ eを持つ。

ABC前束構造 (W,Fib)がさらに次を満たすとき、これをABC束構造 (Anderson-Brown-

Cisinski fibration structure)と呼ぶ。

7. 束の集合 {fi : Xi → Yi}iで各終域 (i.e. 各 Yi)が束対象であるものが存在した時、積
対象∏

iXiおよび
∏
i Yiが存在し、

∏
fi :

∏
Xi →

∏
Yiは束である。(特に Yi = 1

の場合を考えれば、束対象の積は束対象である。) さらに各 fiが非輪状束であれば、∏
fiも非輪状束である。

8. 束による可算逆列
· · · f2→ X2

f1→ X1
f0→ X0

に対し、逆極限 lim
←−

Xiが存在し、lim
←−

Xi → X0は束である。さらに、任意の fiが非
輪状束であれば、lim

←−
Xi → X0も非輪状束である。

注意 2.6.5. 弱同値のクラスは C の部分圏である。一方、束のクラス Fibが部分圏である
保証はない。f : X → Y が束であったとしても、idX および idY が束である保証はない
からである。Y が束対象であれば引き戻しの公理から idY は束であり、同様に idX も束に
なる。
ABC(Anderson-Brown-Cisinski)とはD. W. Anderson [1]、K. S. Brown [2]、ならびに

D.-C. Cisinskiの名前に由来する。Brown [2]は単体的層のホモトピー論などを扱うため、
任意の対象が束対象である場合に限ってモデル構造を一般化した。その後、Anderson [1]

は Brownの定義が一般の場合に拡張できる事実について言及したが、彼は詳しい理論を
説明する前に数学者を引退してしまった。Andersonの失われた理論は、Cisinskiの手に
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よって再び日の目を見ることになる。A. Radulescu-Banu [23]の論文が現在のところの完
成版のようである。

連続層の圏 Sh(B;qTop)がABC前束構造を持つことを示そう。

定理 2.6.6 (Y.). Bは強局所可縮な正規ハウスドルフ空間とする。このとき、連続層の圏
Sh(B;qTop)上のABC前束構造であって、次を満たすものが存在する。

B上の連続層の間の任意の射 f : F → Gに対し、次を満たす。

• f が弱同値である
⇔ f は stalkwiseに弱同値である。

• f は束である
⇔ f は可撓拡張である。

特に、B上の任意の連続層 F に対し、次を満たす。

• F が束対象である
⇔ F は可撓層である

証明. 定義 2.6.4の公理 1.から 6.を確かめればよい。公理 1.から 5.は定理 2.4.6から明
らかである。あとは 6.を確かめればよい。
定理 2.4.6より、次の図式をモデル圏 PSh∗(ŨB;qTop)に埋め込んで考える。(モデル

構造は各点可撓モデル構造を入れている。)

F∗f
f̃ ′

$$I
II

II
II

II
I

F∗

'
::uuuuuuuuuu

// G∗

F∗f ×G∗ G

OO

$$I
II

II
II

II

F

'

OO

f
//

::uuuuuuuuu
G

'

OO

補題 2.5.7より、F → F∗および G → G∗は stalkwiseに弱同値である。補題 2.6.3より、
f の可撓積 f̃ ′は可撓拡張である。F∗ → F∗f は sectionwiseに弱同値である。よってこれは
stalkwiseに弱同値である。モデル圏 PSh∗(ŨB;qTop)は右正則だから、F∗f ×G∗ G → F∗f
は stalkwiseに弱同値である。よって、F → F∗f ×G∗Gは stalkwiseに弱同値である。F∗f ×G∗
G → Gは可撓拡張の引き戻しなので、これも可撓拡張である。よってF → F∗f ×G∗ G → G
は f の求める分解である。以上より公理 6.を満たすことが示された。よって、連続層の
圏 Sh(B;qTop)が求めるABC前束構造を持つことが示された。
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3.1 微小可撓層
可撓層を一般化して、微小可撓層を定義する。そのためにまず微小 Serre束を定義する。

定義 3.1.1. 擬位相空間の間の射 f : X → Y が微小束 (microfibration)または微小 Serre

束 (Serre microfibration)であるとは、次のような任意の可換図式 (α, β)に対し、ある正
実数 ε ∈ (0, 1)および射 h : ∆n × [0, ε] → X が存在し、h|∆n = αかつ f ◦ h = β|∆n×[0,ϵ]
を満たすようにとれることである。

∆n
� _

0
��

α // X

f

��
∆n × [0, 1]

β // Y

微小可撓層を定義する。

定義 3.1.2. B上の連続層F が微小可撓 (microflexible)であるとは、任意のコンパクト対
K ⊂ L(⊂ B)について、制限射 F(L)→ F(K)が微小 Serre束になることである。

微小可撓層の部分空間への制限は微小可撓層である。

命題 3.1.3. F は B上の可撓層 (resp. 微小可撓層)とする。任意の部分集合 A ⊂ Bに対
し、F|AはA上の可撓層 (resp. 微小可撓層)である。

証明. 任意のコンパクト部分集合 K ⊂ Aに対し F|A(K) = F(K)であることから明ら
か。

3.2 圧縮可能性
本節では圧縮可能性を定義し、可撓性および微小可撓性を圧縮可能性によって特徴づけ

る。圧縮可能性は微小圧縮可能性と同値である。次節では微小可撓層から可撓層を得る操
作について述べるが、微小圧縮可能性は微小可撓層から可撓層への橋渡しになるもので
ある。
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3.2.1 圧縮可能性
まず、圧縮可能性を定義する。

定義 3.2.1. Bを位相空間、F をB上の連続層とする。
部分集合B0 ⊂ Bに対し、F のB0上の変形 (deformation)とは、有限単体複体 P と射

h : P × [0, 1]→ F(B0)の組 (h, P )のことである。P を省略して、射 hも F のB0上の変
形と呼ぶ。
開集合U(⊂ B)およびコンパクト集合K(⊂ U)に対し、FのU 上の変形 h : P × [0, 1]→
F(U)がK-圧縮可能 (K-compressible)であるとは、次を満たす変形 h̃ : P × [0, 1]→ F(U)

が存在することである。(この変形 h̃を hのK-圧縮 (K-compression)と呼ぶ。)� �
• h|P×{0} = h̃|P×{0}

• Kを含む開集合 U0(⋐ U)(i.e. cl(U0) ⊂ U)が存在して、次の合成は t ∈ [0, 1]に
よらない。

P × [0, 1]
h̃→ F(U)→ F(U − cl(U0))

• K を含む開集合 U1(⊂ U)が存在して、次の二つの合成は一致する。

P × [0, 1]
h
⇒
h̃

F(U)→ F(U1)

� �
圧縮可能性の変種をいくつか定義する。

定義 3.2.2. Bを位相空間、F をB上の連続層とする。
コンパクト集合K(⊂ B)に対し、FのK上の変形 h : P × [0, 1]→ F(K)がK-微小圧縮

可能 (K-microcompressible)であるとは、次を満たす正実数 ε > 0が存在することである。� �
K を含む十分小さい開集合 U(⊃ K)に対し、持ち上げ h|P×[0,ϵ] : P × [0, ε] → F(U)

はK-圧縮可能である� �
定義 3.2.3. Bを位相空間、F をB上の連続層とする。
開集合U(⊂ B)およびコンパクト集合K(⊂ U)に対し、FのU 上の変形 h : P × [0, 1]→
F(U)がK-部分圧縮可能 (K-subcompressible)であるとは、ある正実数 ε > 0および次を
満たす変形 h̃ : P × [0, 1] → F(U)が存在することである。(この変形 h̃を hのK-部分圧
縮 (K-subcompression)と呼ぶ。)



3.2. 圧縮可能性 61

� �
• h|P×{0} = h̃|P×{0}

• Kを含む開集合 U0(⋐ U)(i.e. cl(U0) ⊂ U)が存在して、次の合成は t ∈ [0, ε]に
よらない。

P × [0, ε]
h̃→ F(U)→ F(U − cl(U0))

• K を含む開集合 U1(⊂ U)が存在して、次の二つの合成は一致する。

P × [0, 1]
h
⇒
h̃

F(U)→ F(U1)

� �
3.2.2 可撓層の特徴づけ
圧縮可能性を用いて可撓層を特徴づける。

命題 3.2.4. Bを局所コンパクトな正規ハウスドルフ空間、F をB上の連続層とする。以
下は同値である。

1. F は可撓層である。

2. 任意の開集合U(⊂ B)および任意のコンパクト集合K(⊂ U)に対し、F のU 上の任
意の変形がK-圧縮可能である。

3. 任意のコンパクト集合K(⊂ B)に対し、F のK上の任意の変形がK-微小圧縮可能
である。

証明. 1 ⇒ 3 ⇒ 2 ⇒ 1を示す。
1 ⇒ 3

F が可撓層であると仮定する。任意のコンパクト集合 K(⊂ B) および F の K 上の
任意の変形 h : P × [0, 1] → F(K)をとる。示すべきは hが K-微小圧縮可能であるこ
とである。ε = 1として、K の十分小さい開近傍 U(⊃ K)および hの U への持ち上げ
h : P × [0, 1]→ F(U)をとる。hの持ち上げがK-圧縮可能であることを示せばよい。
開集合U0, U1(⊂ U)で、K ⊂ U1 ⋐ U0 ⋐ U かつ cl(U0)がコンパクトなものをとる。(こ

れは、Bが局所コンパクトな正規ハウスドルフ空間であるために可能である。) これによ
り、射

h′ = h′0 × h′1 : P × [0, 1]→ F(∂U0

∐
cl(U1)) ∼= F(∂U0)×F(cl(U1))

が、次の二つの射

h′0 : P × [0, 1]
id×0→ P × [0, 1]

h→ F(U)→ F(∂U0)

h′1 : P × [0, 1]
h→ F(U)→ F(cl(U1))
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の積として導かれる。h′|P×{0}(= h|P×{0})は cl(U0)上に拡張できる。(i.e. h′ : P ×{0} →
F(cl(U0))と見なせる。) F が可撓層であることから、h′は cl(U0)上に拡張できる。(i.e.

h′ : P × [0, 1] → F(cl(U0))と見なせる。) ∂U0の十分小さい開近傍 V0(⊃ ∂U0)および h′0
の V0への持ち上げ h′0 : P × [0, 1]→ F(V0)をとる。V = U0 ⊂ V0と置く。これは次を満
たす。

• h|P×{0} = h′|P×{0}

• 次の合成は t ∈ [0, 1]によらない。

P × [0, 1]
h′→ F(U)→ F(V − cl(U0))

• 次の二つの合成は一致する。

P × [0, 1]
h
⇒
h′
F(U)→ F(U1)

そこで、h̃を h′と P × [0, 1]
id×0→ P × [0, 1]

h→ F(U) → F(U − cl(U0))の貼り合わせとし
て定義すればよい。
3 ⇒ 2

任意の開集合 U(⊂ B)、任意のコンパクト集合 (K ⊂ U)およびF の U 上の任意の変形
h : P × [0, 1]→ F(U)をとる。hがK-圧縮可能であることを示せばよい。
φ(s, t) = min(1, s+ t)として、次の合成射を h′とおく。

P × [0, 1]× [0, 1]
id×ϕ→ P × [0, 1]

h→ F(U)

次の合成射
P × [0, 1]× [0, 1]

h′→ F(U)→ F(K)

はK-微小圧縮可能だから、次を満たす正実数 ε > 0が存在する。

K を含む十分小さい開集合 U ′(⊃ K)に対して、合成射 P × [0, 1] × [0, ε]
h′→

F(U)→ F(U ′)はK-圧縮 h̃′をもつ。

ψs(t) = (s, t− s)として、次の合成射

P × [s, φ(s, ε)]
id×ψs→ P × [0, 1]× [0, ε]

h̃′→ F(U ′)

を h̃s(= h̃U
′

s )とおく。h̃sは h|P×[s,ϕ(s,ϵ)]の（U ′上の）K-圧縮である。
N > 1

ϵ なる自然数N を固定する。大雑把に言えば、h̃0, h̃ 1
N
, · · · , h̃N−1

N
を貼り合わせて

hのK-圧縮を構成したい。そこで、境界で上手く貼り合うように U ′を小さくとりなおし
ていく必要がある。具体的には次のようにとる。
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h̃0, h̃ 1
N
, · · · , h̃ i−1

N
まで貼り合わせて、h|P×[0, i

N
]の（U ′上の）K-圧縮 h̃|P×[0, i

N
]が構成で

きたとする。今、十分小さい U ′′ ⊂ U ′上で h̃|P×{ i
N
}と h|P×{ i

N
}は一致する。そこで、こ

のU ′′について h̃ i
N
(= h̃U

′′
i
N

)をとる。h̃|P×{ i
N
} = h|P×{ i

N
}と h̃ i

N
|P×{ i

N
}は（U ′′上で）一致

する。h̃ i
N
は U ′ − U ′′上では h̃|P×{ i

N
}と一致するように U ′上に拡張できる。これによっ

て、h̃|P×[0, i
N
]と h̃ i

N
を貼り合わせて h̃|P×[0, i+1

N
]が構成できる。

2 ⇒ 1

任意の開集合 U ⊂ Bおよび任意のコンパクト集合K ⊂ U に対し、F の U 上の任意の
変形がK-圧縮可能であると仮定する。F が可撓層であることを示すため、任意の二つの
コンパクト部分集合K と L(K ⊂ L ⊂ B)をとり、次の図式を考える。

∆n α //� _

0

��

F(L)

��
∆n × [0, 1]

β //

∃γ
99

F(K)

γの存在を示せばよい。
十分小さい二つの開近傍 U(⊃ K), V (⊃ L)（U ⊂W）と次の図式を考えてよい。

∆n α′
//� _

0

��

F(V )

��
∆n × [0, 1]

β′
// F(U)

β′ のK-圧縮 β̃ : ∆n × [0, 1] → F(U)をとる。K-圧縮の定義の U0(⋐ U)をとる。γ′ :
∆n × [0, 1]→ F(V )を β′と∆n × [0, 1]

id×0→ ∆n × {0} α→ F(V )→ F(V − U0)の貼り合わ
せとして定める。最後に、∆n × [0, 1]

γ′→ F(V )→ F(L)なる合成を γとすればよい。

3.2.3 微小可撓層の特徴づけ
圧縮可能性を用いて微小可撓層を特徴づける。

命題 3.2.5. Bを局所コンパクトな正規ハウスドルフ空間、F をB上の連続層とする。以
下は同値である。

1. F は微小可撓層である。

2. 任意の開集合 U(⊂ B)、任意のコンパクト集合K(⊂ U)および、F の U 上の任意の
変形 h : P × [0, 1]→ F(U)に対し、ある正実数 ε > 0が存在し、h|P×[0,ϵ]がK-圧縮
可能であるようにできる。

3. 任意の開集合U(⊂ B)および任意のコンパクト集合K(⊂ U)に対し、F のU 上の任
意の変形 hがK-部分圧縮可能である。
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さらに、上記の変形 hが、U を含む開集合U ′へ持ち上がり、Kを含むある開集合W (⋐ U ′)

が存在して次の合成が t ∈ [0, 1]によらないと仮定する。

P × [0, 1]
h→ F(U ′)→ F(U ′ − cl(W ))

このとき、hのK-部分圧縮もU ′上の変形としてよく、さらに上記と同様の合成が t ∈ [0, 1]

によらない。

証明. 1 ⇔ 2 ⇔ 3を示す。
1 ⇒ 2

F が微小可撓層であると仮定する。任意の開集合U(⊂ B)、任意のコンパクト集合K(⊂
U)および、F の U 上の任意の変形 h : P × [0, 1]→ F(U)をとる。
開集合U0, U1(⊂ U)で、K ⊂ U1 ⋐ U0 ⋐ U かつ cl(U0)がコンパクトなものをとる。(こ

れは、Bが局所コンパクトな正規ハウスドルフ空間であるために可能である。) これによ
り、射

h′ = h′0 × h′1 : P × [0, 1]→ F(∂U0

∐
cl(U1)) ∼= F(∂U0)×F(cl(U1))

が、次の二つの射

h′0 : P × [0, 1]
id×0→ P × [0, 1]

h→ F(U)→ F(∂U0)

h′1 : P × [0, 1]
h→ F(U)→ F(cl(U1))

の積として導かれる。h′|P×{0}(= h|P×{0})は cl(U0)上に拡張できる。(i.e. h′ : P ×{0} →
F(cl(U0))と見なせる。) Fが微小可撓層であることから、正実数 ε > 0が存在し、h′|P×[0,ϵ]
は cl(U0)上に拡張できる。(i.e. h′|P×[0,ϵ] : P×[0, ε]→ F(cl(U0))と見なせる。) ∂U0の十分
小さい開近傍V0(⊃ ∂U0)およびh′0|P×[0,ϵ]のV0への持ち上げh′0|P×[0,ϵ] : P× [0, ε]→ F(V0)
をとる。V = U0 ⊂ V0と置く。これは次を満たす。

• h|P×{0} = h′|P×{0}

• 次の合成は t ∈ [0, 1]によらない。

P × [0, 1]
h′→ F(U)→ F(V − cl(U0))

• 次の二つの合成は一致する。

P × [0, 1]
h
⇒
h′
F(U)→ F(U1)

そこで、h̃を h′|P×[0,ϵ]と P × [0, ε]
id×0→ P × [0, ε]

h→ F(U) → F(U − cl(U0))の貼り合わ
せとして定義する。h̃は h|P×[0,ϵ]のK-圧縮である。
2 ⇒ 1
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F が微小可撓層であることを示すため、任意の二つのコンパクト部分集合Kと L(K ⊂
L ⊂ B)をとり、次の図式を考える。

∆n α //� _

0

��

F(L)

��
∆n × [0, 1]

β // F(K)

正実数 ε > 0および γ : ∆n × [0, ε]→ F(L)の存在を示せばよい。
十分小さい二つの開近傍 U(⊃ K), V (⊃ L)（U ⊂W）と次の図式を考えてよい。

∆n α′
//� _

0

��

F(V )

��
∆n × [0, 1]

β′
// F(U)

正実数 ε > 0および β′|∆n×[0,ϵ]のK-圧縮 β̃ : ∆n× [0, ε]→ F(U)をとる。K-圧縮の定義
のU0(⋐ U)をとる。γ′ : ∆n× [0, ε]→ F(V )を β′と∆n× [0, ε]

id×0→ ∆n×{0} α→ F(V )→
F(V −U0)の貼り合わせとして定める。最後に、∆n× [0, ε]

γ′→ F(V )→ F(L)なる合成を
γとすればよい。
2 ⇔ 3

3 ⇒ 2は明らか。2 ⇒ 3を示す。
φ(s, t) = min(1, s+ t)として、P × [0, 1]× [0, 1]

id×ϕ→ P × [0, 1]
h→ F(U)なる合成を h′

とおく。F は微小可撓層だから、ある正実数 ε > 0が存在して h′|P×I×[0,ϵ]はK-圧縮 h̃′を
持つ。

ψ(t) =

(0, t) (t ≤ ε)
(t− ε, ε) (otherwise)

として、P × [0, 1]
id×ψ→ P × [0, 1]× [0, ε]

h̃′→ F(U)なる合成を h̃と置けば、h̃は hのK-部
分圧縮である。
さらに、上記の変形hが、Uを含む開集合U ′へ持ち上がり、Kを含むある開集合W (⋐ U ′)

が存在して次の合成が t ∈ [0, 1]によらないと仮定する。

P × [0, 1]
h→ F(U ′)→ F(U ′ − cl(W ))

このとき、h′も U ′へ持ち上がる。W 上の変形 h′|P×I×[0,ϵ]のK-圧縮 h̃′は、K-圧縮の定
義から、K を含む開集合 U0(⋐ U)が存在して、次の合成は t ∈ [0, ε]によらない。

P × [0, 1]× [0, ε]
h̃′→ F(U)→ F(U − cl(U0))
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さらに h′|P×[0,1]×{0} = h̃′|P×[0,1]×{0}だから、U ′ − cl(U0)上で h̃′ = h′|P×[0,1]×{0}として
定義すれば、h̃′も U ′へ持ち上がる。このとき、U ′上の変形 h̃ = h̃′ ◦ (id× ψ)は hのK-

部分圧縮であり、次の合成も t ∈ [0, 1]によらない。

P × [0, 1]
h̃→ F(U ′)→ F(U ′ − cl(W ))

注意 3.2.6. 微小圧縮可能性の条件は、εをU によらず選べるという意味で、上記の微小可
撓性よりも強いことに注意する。
注意 3.2.7. Bを局所コンパクトな正規ハウスドルフ空間、F をB上の微小可撓層とする。
命題 3.2.5より、任意の開集合 U(⊂ B)および任意のコンパクト集合K(⊂ U)に対し、F
の U 上の任意の変形 hはK-部分圧縮 h̃を持つ。命題 3.2.5の「さらに」以降は、次の性
質が成り立つことを意味する。

初めにKの開近傍W でW ⊂ U なるものが存在していたとすると、定義 3.2.3

の U0は U0 ⋐W を満たすようにとることができる。

3.3 Gromovのホモトピー原理
本節の目的は、第 0.3.4節で概観したGromovのホモトピー原理の証明を完了させるこ

とである。

3.3.1 連続層付き空間とホモトピー
連続写像が連続層を保つという性質について定義する。

定義 3.3.1. 連続層付き空間とは、位相空間BとB上の連続層F の組 (B,F)のことであ
る。連続層付き空間の間の射 f : (B1,F1)→ (B2,F2)とは、連続写像 f : B1 → B2と、連
続層の射 f † : f∗F2 → F1の組 (f, f †)のことである。
次のように連続層付き空間の射の列が存在したとする。

(B1,F1)
g→ (B2,F2)

f→ (B3,F3)

このとき、合成射 f ◦ g(= (f ◦ g, (f ◦ g)†))を (f ◦ g)† = g† ◦ g∗(f †)によって定める。

例 3.3.2. M1, M2, N を滑らかな多様体とする。任意の滑らかな写像 f :M1 →M2は、連
続層付き空間の射 f : (M1, C

r(−, N))→ (M2, C
r(−, N))を定める。

連続層付き空間のシリンダーを (B,F) × [0, 1] = (B × [0, 1],F [0,1])と定義する。ただ
し、F [0,1]はF の [0, 1]-パラメータ化である。射影 p : B × [0, 1]→ Bに対し、連続層の射
p† : p∗F → F [0,1]を次のように定める。
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射影F(U)× Singq(V )→ F(U)の随伴F(U)→ F(U)Sing
q(V )は連続前層の射

p∗F → F□[0,1]が導かれる。これは連続層の射 p† : p∗F → F [0,1]を導く。
また、各時間 t ∈ [0, 1]に対して定まる入射 it : B → B × [0, 1];x 7→ (x, t)に対し、連続層
の射 i†t : i

∗
tF [0,1] → F を次のように定める。

tの各開近傍V に対し、{t} ↪→ V は擬位相空間の射F(U)Sing
q(V ) → F(U){t} ∼=

F(U)を導く。これによって連続前層の射 iptF [0,1] → F が導かれる。これはさ
らに連続層の射 i†t : i

∗
tF [0,1] → F を導く。

Bの各開集合 U と tの各開近傍 V に対し、次の図式は可換である。
F(U)Sing

q(V )

&&MM
MMM

MMM
MMM

F(U)

88qqqqqqqqqqq
F(U)

よって、(p ◦ it)† = id†である。すなわち、連続層付き空間の射として p ◦ it = idである。
これを用いてホモトピーを定義する。

定義 3.3.3. f, g : (B1,F1)→ (B2,F2)は連続層付き空間の射とする。f から gへのホモト
ピーとは、連続層付き空間の射H : (B1,F1)×[0, 1]→ (B2,F2)であって、f = H0(= H ◦i0)
かつ g = H1(= H ◦ i1)を満たすもののことである。f から gへのホモトピーが存在すると
き、f と gはホモトピックであると言う。
例 3.3.4. M1, M2, N を滑らかな多様体とする。任意の滑らかな写像 f, g : M1 → M2

と、持ち上げ jrf から jrg へのホロノミックなホモトピーを持ち上げとして持つ f から
gへのホモトピーH : M1 × [0, 1] → M2が存在したとする。このとき、連続層の射H† :

H∗Cr(−, N)→ Cr(−, N)[0,1]が次のように定まる。
各開集合U(⊂M1)と V (⊂ [0, 1])とW (⊂M2)でH(U × V ) ⊂W を満たすものに対し、

写像
Cr(W,N)× V → Cr(U,N); (φ, t) 7→ (φ ◦H)(−, t)

は擬位相空間の射 Cr(W,N)× Singq(V )→ Cr(U,N)を定める。� �
厳密に言えば、各閉集合K ⊂ ∆nに対し、次の写像を定める必要がある。

Cr[K](W,N)× Singq(V )K → Cr[K](U,N)

各φ ∈ Cr[K](W,N)と t ∈ Singq(V )Kに対し、ψ ∈ Cr[K](U,N)を次のように定める。

ψk(x) = φk(Ht(k)(x)) (x ∈ U, k ∈ K)

実際、jrψk = jrφk ◦ jrHt(k)は kについて連続であるので、ψはCr[K](U,N)に含ま
れる。(φ, t) 7→ ψによって擬位相空間の射が定まる。� �
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射 Cr(W,N)× Singq(V )→ Cr(U,N)の随伴として、擬位相空間の射

Cr(W,N)→ Cr(U,N)Sing
q(V )

を得る。これは連続前層の射HpCr(−, N)→ Cr(−, N)□[0,1]を定める。これは連続層の射
H† : H∗Cr(−, N) → Cr(−, N)[0,1]を導く。以上より、H は連続層付き空間の射である。
ホモトピーH により、f と gは連続層付き空間の射としてホモトピックである。

開埋め込みと開イソトピー

開埋め込みと開イソトピーを定義する。

定義 3.3.5. 連続層付き空間の射 f : (B1,F1)→ (B2,F2)が開埋め込みであるとは、連続
写像 f : B1 → B2が開埋め込みであり、連続層の射 f † : f∗F2 → F1が同型射になること
である。ホモトピーH : (B1,F1)× [0, 1]→ (B2,F2)が開イソトピーであるとは、任意の
時間 t ∈ [0, 1]に対し、連続層付き空間の射Ht(= H ◦ it)が開埋め込みになることである。

3.3.2 鋭敏変位
本節では鋭敏変位を定義する。

(B,F)を連続層付き空間とし、Iso(B,F)は (B,F)内で局所的に定義された同型からな
る擬群とする。

定義 3.3.6. 部分擬群 D ⊂ Iso(B,F) および二つの開集合 U と V (U ⊂ V ⊂ B)に対し、
(U, V )のD-イソトピーとは、開イソトピー d : (U,F)× [0, 1]→ (V,F)であって、dt ∈ D

かつ d0は包含射 U ⊂ V に一致するもののことである。

部分空間の余次元について定義する。

定義 3.3.7. Bを位相空間とする。
相対閉集合とは、閉集合と開集合の共通部分のことである。
閉集合M ⊂ Bが余次元 0であるとは、M が空集合でなく、M = cl(int(M))を満たす

こととする。
閉集合M ⊂ Bが余次元 1以上であるとは、ある余次元 0閉集合N の境界 ∂N がM に

一致することとする。

まず、用語を用意する。

定義 3.3.8. (B,F)を連続層付き空間とする。A ⊂ Bは相対閉集合とする。Dは Iso(B,F)
の部分擬群とする。
D-イソトピーからなる集合 JがA-正則集合であるとは、次を満たすこととする。
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Jに含まれる任意の d : (U,F)× [0, 1]→ (V,F)に対し、A ∩ V は V の内部で
閉集合である。

D-イソトピーからなる A-正則集合 Jとコンパクト集合 S(⊂ A)について、次の二つの
定義をする。
定義 3.3.9 (強変位). U は Aの開近傍とする。A-正則集合 Jが S の U -強変位 (strictly

moving)であるとは、Aを含む開集合 U(= Udisp(J,S,A))が存在して、U ⊂ U を満たし、任
意の d ∈ Jに対して次を満たすことである。

t ≥ 1
2 ならば、dt(S) ∩ cl(U) = ∅

定義 3.3.10 (鋭敏). A-正則集合 Jが S上で鋭敏 (sharp)であるとは、Sを含む十分小さ
い任意の開集合W (⊂ A)に対し、Jに含まれる d : (U,F)× [0, 1]→ (V,F)およびB上の
Sの開近傍 Ŵ (⊂ B)で次を満たすものが存在する。� �

• Ŵ ⋐ U かつ Ŵ ∩A ⊂W である。

• d|U×[ 1
2
,1]および d|

(U−cl(Ŵ ))×[0,1]は tによらない。� �
上記の概念を用いて、鋭敏変位可能性を定義する。

定義 3.3.11 (鋭敏変位可能). AはBの相対閉集合、Dは Iso(B,F)の部分擬群とする。A
がDによって鋭敏変位可能 (sharply movable)であるとは、任意の点 x ∈ Aに対し、次を
満たす xのB上の開近傍 Ux(⊂ B)が存在することを言う。

Ux ∩Aに含まれる任意のコンパクト集合KおよびKの Ux ∩A上の任意の開
近傍W と Ux上の任意の開近傍 UK および U ′K でW ⊂ UK と U0 ⋐ UK を満
たすものに対し、K の A上のコンパクト閉近傍M でM ⊂ W を満たすもの
と、D|UK

-イソトピーからなる (UK ∩A)-正則集合 Jが存在し、Jは ∂M 上で
鋭敏かつ ∂M の U0-強変位であるようにできる。

本節の主定理を証明する前に、位相空間論から補題を用意する。
補題 3.3.12. X は正則空間、d : X × [0, 1]→ Y は連続写像とする。コンパクト部分集合
S(⊂ X)とd(S×[0, 1])(⊂ Y )の開近傍V に対し、Sの開近傍Uが存在してd(cl(U)×[0, 1]) ⊂
V を満たすようにできる。
証明. S × [0, 1] ⊂ d−1(V )と、X が正則空間であること、および S × [0, 1]がコンパク
トであることから、S × [0, 1] ⊂ U ′ ⋐ d−1(V )を満たす X × [0, 1]上の開集合 U ′ がとれ
る。任意の点 s ∈ Sをとる。積位相の定義と、{s} × [0, 1]がコンパクトであることから、
{s} × [0, 1] ⊂

⋃
i(Ui ×Wi) ⊂ U ′を満たす有限開集合族 Ui(⊂ X)およびWi(⊂ [0, 1])がと

れる。Us =
⋂
i Uiとすると、開集合Usは {s}× [0, 1] ⊂ Us ⊂ U ′を満たす。U =

⋃
s Usと

すればよい。
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次の定理を証明することが、本節の目的である。

定理 3.3.13. (B,F)を連続層付き空間とし、Bは局所コンパクトな距離化可能空間とす
る。AはBの相対閉集合、Dは Iso(B,F)の部分擬群とする。
AがDによって鋭敏変位可能かつF が微小可撓層ならば、A上の連続層F|Aは可撓層

である。

証明. 命題 2.2.6より、F|Aが局所的に可撓層であることを示せばよい。各点 x ∈ Aに対
し、定義 3.3.11の開近傍 Uxをとる。F|Ux∩Aが可撓層であることを示すため、命題 3.2.4

の条件を確かめる。任意のコンパクト集合K(⊂ Ux ∩ A)、および F|Ux∩AのK 上の任意
の変形 h : P × [0, 1]→ F(K)をとる。hがK-微小圧縮可能であることを示す。
Kの十分小さい開近傍UK(⊂ A)に対し、hはUK上の変形 h : P × [0, 1]→ F(UK)に持

ち上がる (cf. 命題 B.5.4)。UK ⊂ Uxとしてよい。UKのB上の開近傍 ÛK(ÛK ∩A = UK)

を十分小さくとれば、hは ÛK 上の変形 h : P × [0, 1]→ F(ÛK)に持ち上がるとしてよい。
まずは ÛK 上の変形 hについて考える。F は微小可撓層だから、命題 3.2.5より、正実

数 ε > 0が存在し、ÛK 上の変形 h|P×[0,ϵ]はK-圧縮 ĥ1を持つ。すなわち、ĥ1は以下を満
たす。� �

• h|P×{0} = ĥ1|P×{0}

• K を含む開集合 U0(⋐ ÛK)が存在して、次の合成は t ∈ [0, ε]によらない。

P × [0, ε]
ĥ1→ F(ÛK)→ F(ÛK − cl(U0))

• K を含む開集合 U1(⊂ ÛK)が存在して、次の二つの合成は一致する。

P × [0, ε]
h
⇒
ĥ1

F(ÛK)→ F(U1)

� �
Aは局所コンパクトかつ正規ハウスドルフだから、Kの相対コンパクトな開近傍U ′K(⊂ A)
で、U ′K ⋐ UK をみたすものがとれる。K の任意の開近傍W (⊂ A)で、W ⊂ U ′K を満た
すものをとる。hがK-微小圧縮可能であることを示すためには、上記の正実数 ε > 0につ
いて h|P×[0,ϵ]のW への持ち上げがK-圧縮可能であることを示せばよい。
定義 3.3.11より、K の A上のコンパクト閉近傍M(⊂ A)でM ⊂ W を満たすものと、

D|
ÛK

-イソトピーからなる UK-正則集合 Jが存在し、Jは ∂M 上で鋭敏かつ ∂M の U0-強
変位であるようにできる。定義 3.3.9の開集合 U(⊂ B)をとる。
∂MのA上の開近傍N(∂M)(⊂ A)で、N(∂M) ⋐W−Kを満たすものをとる。N(∂M) =

int(cl(N(∂M)))としてよい。1 Jは ∂M上で鋭敏だから、Jに含まれる d : (Ud,F)× [0, 1]→
(Vd,F)およびB上の ∂M のB上の開近傍 N̂(∂M)(⊂ B)で次を満たすものが存在する。

1必要ならば N(∂M)を int(cl(N(∂M)))で置き換えればよい。
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� �
• N̂(∂M) ⋐ Udかつ N̂(∂M) ∩A ⊂ N(∂M)である。

• d|Ud×[ 12 ,1]
および d|

(Ud−cl(N̂(∂M)))×[0,1]は tによらない。� �
UはUKを含むので、B上の開集合 Ŵ を十分小さくとって、̂W ∩A =W かつ Ŵ ⋐ Uを満
たすようにできる。Ŵ ′ = Ŵ − cl(N̂(∂M))− cl(W −M))と置くと、Ŵ ′はKの開近傍で
ある。命題 3.2.5より、ĥ1の Ŵ ′ への制限はK-部分圧縮 ĥ2を持ち、これを ÛK 上の変形
とみなせる。すなわち、正実数 δ(∈ (0, ε))が存在し、ÛK上の変形 ĥ2 : P × [0, ε]→ F(ÛK)

は以下を満たす。� �
• h|P×{0} = ĥ2|P×{0}

• K を含む開集合W0(⋐ Ŵ ′)が存在して、次の合成は t ∈ [0, δ]によらない。

P × [0, δ]
ĥ2→ F(ÛK)→ F(ÛK − cl(W0))

• K を含む開集合W1(⊂ Ŵ ′)が存在して、次の二つの合成は一致する。

P × [0, 1]
ĥ1
⇒
ĥ2

F(ÛK)→ F(W1)

• 次の合成は t ∈ [0, ε]によらない。

P × [0, ε]
ĥ2→ F(ÛK)→ F(ÛK − cl(U0))� �

φ(t) = min(t, δ)として φ : [0, ε] → [0, δ]を定める。h̃ : P × [0, ε] → F(W )を次のように
定める。

h̃(p, t) =


(d†ϕ(t)

δ

◦ ĥ2)(p, t) (on M)

(d†ϕ(t)
δ

◦ ĥ2)(p, φ(t)) (otherwise)

厳密には次のように定める。
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� �
連続層付き空間の射dは、連続層の射d† : d∗F → F [0,1]を備えている。特に、これは擬位
相空間の射F(Im(d))→ F(Ud)[0,1]を導く。随伴をとれば擬位相空間の射F(Im(d))×
[0, 1]→ F(Ud)を得る。a [0, δ] ∼= [0, 1]による同一視で、これを d† : F(Im(d))× [0, δ]→
F(Ud)と書く。JはD|

ÛK
-イソトピーからなる集合だから、d(∈ J)の値域 Vdは ÛKに

含まれる。特に Im(d) ⊂ ÛK を得る。
定義 3.3.9 より d(∂M × [12 , 1]) ⊂ Vd − cl(U) である。補題 3.3.12 より、∂M の開
近傍 N0 が存在して d(cl(N0) × [12 , 1]) ⊂ Vd − cl(U) を満たすようにできる。この
とき、N0 上で dt が変化しないことはありえないから、N0 ⊂ cl(N̂(∂M)) である。
N(∂M) = int(cl(N̂(∂M)))より、N0 ⊂ N̂(∂M)である。
W ′1 =M − cl(N(∂M))とし、次の合成を h̃1とする。

P × [0, ε]
ĥ2→ F(ÛK)→ F(W ′1)

W ′2 = (Ud ∩M) ∪N ′とし、次の合成を h̃2とする。

P × [0, ε]
ĥ2×ϕ→ F(ÛK)× [0, δ]→ F(Im(d))× [0, δ]

d†→ F(Ud)→ F(W ′2)

W ′3 = Ud ∩W −M とし、次の合成を h̃3とする。

P × [0, ε]
id×ϕ→ P × [0, δ]

ĥ2×id→ F(ÛK)× [0, δ]→ F(Im(d))× [0, δ]
d†→ F(Ud)→ F(W ′3)

W ′4 =W − cl(N(∂M))−M とし、次の合成を h̃3とする。

P × [0, ε]→ P × {0} ĥ2→ F(ÛK)→ F(W ′4)

このとき、W =W ′1 ∪W ′2 ∪W ′3 ∪W ′4が成り立ち、各組合せの共通部分も以下のよう
に計算できる。

W ′1 ∩W ′2 = (Ud ∩M)− cl(N(∂M))

W ′2 ∩W ′3 = N ′ −M
W ′3 ∩W ′4 = Ud ∩W − cl(N(∂M))−M

上記以外の組み合わせの共通部分は全て空集合である。cl(N(∂M))の外側では dは包
含射に一致するので、W ′1 ∩W ′2上で h̃1と h̃2は一致する。t ∈ [0, δ2 ]の場合はW ′2 ∩W ′3
上で h̃2 と h̃3 はそのまま一致し、t ∈ [ δ2 , ε]の場合は N ′ 上で d† ◦ ĥ2 が tによらない
ことからやはり h̃2 と h̃3 が一致する。最後に、cl(N(∂M))の外側では dは包含射に
一致することと、M の外側では ĥ2 は t ∈ [0, δ]によらないことから、W ′3 ∩ W ′4 上
で h̃3と h̃4は一致する。以上より、h̃1と h̃2と h̃3と h̃4を貼り合わせることにより、
h̃ : P × [0, ε]→ F(W )を得る。

aIm(d) =
∪

t Im(dt)は開集合であることに注意。� �



3.3. Gromovのホモトピー原理 73

以上より hがK-微小圧縮可能であることが示された。よって命題 3.2.4より、F|Ux∩Aは
可撓層である。よって命題 2.2.6より、F|Aは可撓層である。

3.3.3 Gromovのホモトピー原理
次の定理を示す。

定理 3.3.14. M を滑らかな多様体、F を DiffM -不変な微小可撓層、A ⊂ M を余次元 1

以上の部分多面体とする。この時、F|Aは可撓層である。

証明の概略. Aは部分単体 σたちによって局所有限に被覆される。命題 2.2.8より、各単
体 σ上への制限F|σが可撓層であることを示せばよい。これは定理 3.3.13より従う。





75

付 録A 圏論からの準備

A.1 圏論の基礎事項と記法
A.1.1 圏と関手
A.1.2 米田の補題
A.1.3 コンマ圏

A.2 エンドとコエンド
A.2.1 楔とエンド
A.2.2 捻射圏

A.3 Kan拡張
A.3.1 各点Kan拡張
A.3.2 コエンドによる表現
A.3.3 米田拡張と随伴

A.4 平坦関手
関手の平坦性を定義する。ここでは Set-値の場合しか扱わないが、平坦加群は豊穣関手

の平坦性として理解できる。まずはこれを見てみよう。

Rを (可換とは限らない)環としよう。Rはそれ自体がただ一つの対象を持つ前加法圏
と見做せる。アーベル群の圏をAbと書けば、前加法圏とはAb-豊穣圏のことであった。
そして加法的関手とはAb-豊穣関手のことである。左R-加群とは加法的関手R→ Abの
こと、右R-加群とは加法的関手Rop → Abのことと見做せる。すなわち、右R-加群の圏
Mod-Rは R上の豊穣前層の圏である。ここに、米田埋め込み y : R → Mod-Rが存在
するが、これは圏Rのただ一つの対象をR加群Rへ送る関手である。
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左R-加群M を一つ固定しよう。M は、圏Rのただ一つの対象をアーベル群M へ送る
関手R→ Abと見做せる。ここで、次の図式が考えられる。

Mod-R
(−)⊗RM

((QQ
QQQ

QQQ
QQQ

QQQ

R

y

OO

M
// Ab

命題 A.4.1. 関手 (−)⊗RM : Mod-R→ AbはM の yに沿った左Kan拡張である。

証明. アーベル群としての同型写像M ∼= R⊗RM が存在する。これが普遍性を満たすこ
とを示す。
加法的関手 F : Mod-R → Abと自然変換 µ : M → F ◦ yを一つ固定する。µは写像

µ :M → F (R)と見做せる。仮に、µ̃ : (−)⊗RM → F なる自然変換で y∗(µ̃) = µを満た
すものが存在したとする。後半の条件は、写像M → F (R)として µ̃R = µを満たすこと
を意味する。
任意の右 R-加群N に対し、N ×M → N ⊗R M

µ̃N→ F (N)なる合成を µ̂N と置く。元
n ∈ N をR→ N ; r 7→ nrと同一視すると、µ̃の自然性から次の図式が可換である。

R×M µ̂R //

n×idM
��

F (R)

F (n)
��

N ×M µ̂N // F (N)

µ̃R = µより、µ̂R(r,m) = µ(rm) ∈ F (R)である。よって、上の可換図式は µ̂N (n,m) =

F (n)(µ(m))を意味する。すなわち µ̂N は F と µのみによって決まるので、テンソル積の
普遍性から、µ̃の一意性が示された。
逆に、̂µN (n,m) = F (n)(µ(m))によって µ̂N : N×M → F (N)を定義すれば、これはテン

ソル積の普遍性により µ̃N : N⊗RM → F (N)を導く。これらは自然変換 µ̃ : (−)⊗RM → F

を定義し、y∗(µ̃) = µを満たす。

左R-加群M が平坦であるとは、関手 (−)⊗RM : Mod-R→ Abが左完全であること
を言った。以上を踏まえ、関手 F : U → Setが平坦であるということを、F の米田関手
y : U → PSh(U )に沿った左Kan拡張が左完全であることとして特徴づけたい。

A.4.1 平坦関手
U は小さい圏とする。関手 F : U → Setに対し、F の要素の圏 el(F )を次の様に定義

する。

• el(F )の対象 (u, x)はU の対象 uと F (u)の元 e ∈ F (u)の組 (u, x)とする。
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• el(F )の射 σ : (u, x) → (v, y)はU の射 σであって、F (σ)(x) = yを満たすものと
する。

別の言い方をすれば、el(F )はコンマ圏 (1/F )のことである。

定義 A.4.2. 関手 F : U → Setが平坦 (flat)であるとは、F の要素の圏 el(F )が余フィル
ター圏となることである。関手 F : U → V が表現平坦 (representably flat)であるとは、
V の任意の対象 vに対し関手 V (v, F−) : U → Setが平坦になることである。

平坦関手は次の特徴づけが重要である。

命題 A.4.3. U は小さい圏とする。関手 F : U → Setに対し次は同値である。

1. F は平坦である。

2. 米田関手 y : U → PSh(U )に沿った F の左Kan拡張 LyF が平坦である。

3. LyF が左完全である。

4. F は表現可能関手のフィルター余極限で書ける。

A.4.2 表現平坦関手
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付 録B グロタンディーク位相と層

B.1 Grothendieck位相と景
Grothendieck位相と景について復習しておく。トポスなどは扱わない。詳しく知りた

い方は [15] などを読むとよいかもしれない。

定義 B.1.1. U は空でない圏とする。U 上のGrothendieck(前)位相 (Grothendieck (pre)topology)

とは、各 U ∈ Ob(U )に対し、射の族からなる集合 TU を与える写像であって、次の公理
を満たすものである。

1. φ ∈ C ∈ TU ならば、φ : · → U である。すなわち、各 C ∈ TU は C = {Ui → U}iの
形で書ける。

2. φ : V → U が同型射ならば、{φ} ∈ TU である。

3. {Ui → U}i ∈ TU ならば、U 上の各射 V → U に対し、ファイバー積 Ui ×U V が存
在して {Ui ×U V → V }i ∈ TV を満たす。

4. {Ui → U}i ∈ TU かつ {Uij → Ui}j ∈ TUi ならば、{Uij → Ui → U}i,j ∈ TU である。

この時、各 C ∈ TU をU の被覆 (covering)と呼ぶ。Grothendieck位相を備えた圏のことを
景 (site)と呼ぶ。

注意 B.1.2. Grothendieck位相は篩 (ふるい; sieve)を使って定義されることが多い。この
文脈では上記の定義はGrothendieck前位相と呼ばれることもある。これらの定義は同値
である。
注意 B.1.3. 景と言ったときには有限完備性を仮定することが多い。
具体的な例を見る。

例 B.1.4 (位相空間). ある位相空間X の開集合系をXtopとすると、これは包含関係を射
として圏となる。ここに、普通の意味での開被覆を被覆として定義すれば Grothendieck

位相が定まり、Xtopは景となる。
例 B.1.5. ある位相空間X の閉集合系をXclとすると、これは包含関係を射として圏とな
る。ここに、局所有限閉被覆を被覆として定義すればGrothendieck位相が定まり、Xclは
景となる。
また、次の構成も重要である。
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例 B.1.6 (自明な位相). U は任意の圏とする。各U ∈ Ob(U )に対し、TU = {同型射· → U}
とすると、U は景となる。
例 B.1.7 (積景). U と V は景とする。各 U ∈ Ob(U )と V ∈ Ob(V )に対し、T(U,V ) =

TU × TV とすると、積圏U × V は景となる。
例 B.1.8 (スライス景). U は景とする。各 U ∈ Ob(U )に対し、U 上のスライス圏をUU

とする。すなわち、コンマ圏 (U /U)をUU とする。各 V ∈ Ob(UU )に対し、

UU上の射の族 {Vi → V }i∈IがVの被覆である。
⇔ {Vi → V }i∈IはU 上の被覆である。

とすることにより、UU は景となる。

B.2 景上の層
B.2.1 層
まず、一般に前層を定義する。

定義 B.2.1. U と C は圏とする。C に値を持つ U 上の前層 (presheaf)とは、反変関手
U op → C のことである。前層の間の射とは自然変換のことである。

C に値を持つU 上の前層の圏をPSh(U ;C )と書く。特にC = Setの時、PSh(U ;Set)

を単にPSh(U )と書く。

次に、景上の層を定義する。

定義 B.2.2. U は景とし、C は小完備な圏とする。C に値を持つU 上の層 (sheaf)とは、
U 上の前層 F : U op → C であって、次の張り合わせ条件を満たすものである。

{Ui → U}iが被覆ならば、次の図式は差核 (equalizer)である。

F(U)→
∏
F(Ui) ⇒

∏
F(Ui ×U Uj)

層の間の射とは自然変換のことである。
C に値を持つU 上の層の圏を Sh(U ;C )と書く。特に C = Setの時、Sh(U ;Set)を

単に Sh(U )と書く。

例 B.2.3. U を任意の圏とし、自明な位相を入れて景とみなす。この時、景U 上の層と
は圏U 上の前層のことである。
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B.2.2 プラス構成と層化
景上でも前層の層化を考えることができる。ただし、層化が定義できるためには前層の

値域の圏 C に制限がかかる。

定義 B.2.4. 圏 C が帰納極限-積交換性質または IPC性質 (inductive-limit-product com-

mutation property)を満たすとは、任意の余フィルター図式の族 {αs : Is → C }sに対し、
カノニカルな射 lim

−→
(
∏

Is
(is) 7→

∏
αs(is)−→ C )→

∏
(lim
−→

αs)が同型射となることである。

以下、圏C は完備かつ余完備で、フィルター余極限と有限極限が交換し、IPC性質を満
たすとする。その上で、前層及び層は圏 C を値に持つとする。
これから前層の “拡張”を定義し、“拡張”を二重に取ったものが層化となることを示す。

その中間に位置するものとして、層を一般化した分離的前層を定義しておく。

定義 B.2.5. 景U 上の前層 F : U op → C が分離的 (separated)であるとは、{Ui → U}i
が被覆ならば F(U)→

∏
F(Ui)は単射となることである。

被覆の圏

まず、U 上の被覆の圏CovU を定義する。対象はもちろんU 上の被覆であり、二つの
被覆 {Ui → U}i∈I , {Vj → V }j∈J の間の射 f : {Ui → U}i∈I → {Vj → V }j∈J とは、添え
字の写像 τ : I → J とU 上の射の族 fi : Ui → Vτ(i)および f ′ : U → V の組で、次の図式
を可換とするものである。

Ui //

fi
��

U

f ′

��
Vτ(i) // V

すると、忘却関手 P : CovU → U が P({Ui → U}i) = U として定まる。これにより、
各対象 U ∈ Ob(U )の被覆の圏 Cov(U) = P−1(U)が定まる。U 上の射 f : V → U が存
在した時、制限関手 f∗ : Cov(U) → Cov(V )が f∗({Ui → U}i) = ({Ui ×U V → V }i)に
よって定まる。
Cov(U)上で射 {Ui → U}i∈I → {Vj → U}j∈J が存在するとき、{Ui → U}i∈I は {Vj →

U}j∈J の細分 (refinement)であるという。

プラス構成

F はU 上の前層とする。U 上の前層 F+を次のように定義する。
自己関手R : CovU → CovU をR({Ui → U}) = {Ui ×U Uj → U}によって定める。こ

の時、二つの標準的な自然変換R ⇒ Idが取れる。反変関手 Pn = PnF : CovopU → C を
P 1({Ui}) =

∏
F(Ui), Pn+1 = Pn ◦ Rによって定める。これを用いて、K = KF を、図
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式 P 1 ⇒ P 2の差核として定める。そこで、F+(U) = lim
−→

K|Cov(U)とする。これはすなわ
ち、Cov(U)で細分をとり続けた極限である。
さらにこの時、標準的な射 ν : F → F+が、自然な射F(U)→ KU ({U

id→ U})→ F+(U)

より導かれる。
このような構成をプラス構成 (plus construction)という。

命題 B.2.6. F+は分離的である。

証明. {Ui → U}iを被覆とする。F+(U)→
∏
F+(Ui)が単射であればよい。∏

Cov(Ui) → Cov(U)は共終である。よって、F+(U) = lim
−→

K|∏Cov(Ui) が成り立つ。
∀({Vij → Ui}) ∈ Ob(

∏
Cov(Ui))について、次の図式を考える。

K({Vij → U}) //

��

P 1({Vij → U}) // // P 2({Vij → U})

��∏
K({Vij → Ui}) //

∏
P 1({Vij → Ui}) ////

∏
P 2({Vij → Ui})

図式の順極限をとると、IPC性質と差核とフィルター余極限が交換することから、F+(U)→∏
F+(Ui)は単射である。

命題 B.2.7. F は分離的であると仮定すると、F+は層である。

証明. {Ui → U}iを被覆とする。次の図式が差核であることを示せばよい。

F+(U)→
∏
F+(Ui)

r1
⇒
r2

∏
F+(Ui ×U Uj)

∀({Vik → Ui}) ∈ Ob(
∏
Cov(Ui))について、次の図式を考える。∏

P 2({Vik → Ui}) // //
∏
P 2({Vik ×U Vjl → Ui ×U Uj}) P 2({Vik ×U Vjl → U})

単射
oo

∏
P 1({Vik → Ui})

OO OO

////
∏
P 1({Vik ×U Vjl → Ui ×U Uj})

OO OO

P 1({Vik ×U Vjl → U})

OO OO

∏
K({Vik → Ui}) ////

OO

∏
K({Vik ×U Vjl → Ui ×U Uj})

OO

K({Vik ×U Vjl → U})
単射

oo

OO

F が分離的であることから、図式の右上の射が単射である。図式∏
K({Vik → Ui}) ⇒∏

K({Vik ×U Vjl → Ui ×U Uj}) の差核を K ′(({Vik → Ui})) とすると、図式追跡によ
り K ′(({Vik → Ui})) → K({Vik ×U Vjl → U})が導かれる。また、K({Vik → U}) →
K ′(({Vik → Ui}))であることも容易にわかる。よって、F+(U) = lim

−→
K ′|∏Cov(Ui)である。

すなわち、初めの図式は差核である。
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普遍性

プラス構成は次の普遍性を満たす。

命題 B.2.8. 任意の前層 F と層 Gおよび射 µ : F → Gに対して、次の図式を可換とする
射 µ+ : F+ → Gが一意的に存在する。

F ν //

µ

  B
BB

BB
BB

B F+

µ+

��
G

証明. 各対象 U ∈ Ob(U )に対し、µ+U : F+(U)→ G(U)を次のように定める。
∀({Ui → U}) ∈ Ob(Cov(U))について、次の図式を可換にする µ′{Ui→U}がただ一つ存在

する。
K({Ui → U}) //

µ′{Ui→U}
��

∏
F(Ui) ////∏

µUi

��

∏
F(Ui ×U Uj)∏

µUi×UUj

��
G(U) //

∏
G(Ui) ////

∏
G(Ui ×U Uj)

これらは、ただ一つの µ+U : F+(U)→ G(U)を導く。

よって、プラス構成を二重にとれば、任意の前層に対し、普遍的な層を得ることがで
きる。

系 B.2.9. 任意の前層 F に対し、F++は層である。
さらに、別の層 Gと射 µ : F → Gに対して、次の図式を可換とする射 µ++ : F++ → G

が一意的に存在する。
F ν2 //

µ

""D
DD

DD
DD

DD
F++

µ++

��
G

B.2.3 層の圏
C に値を持つU 上の層の圏 Sh(U ;C )の性質を考察する。やはり圏 C は完備かつ余完

備で、フィルター余極限と有限極限が交換し、IPC性質を満たすとする。また、圏U は
小さいとする。

完備性

まず、層の図式の前層としての極限は層である。
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命題 B.2.10. Fi を層の圏 Sh(U ;C )上の図式とする。Fi の前層としての極限 lim
←−
Fi は

層である。

証明. 層の貼り合わせ条件は積と差核によって特徴づけられている。積と差核は図式の極
限であるため、これらは任意の極限と交換する。すなわち、貼り合わせ条件は極限に対し
て閉じている。

これは余極限については成り立たないが、構成は単純である。

命題 B.2.11. Fiを層の圏Sh(U ;C )上の図式とする。Fiの前層としての余極限 lim
−→
Fiの

層化は層としての余極限である。

証明. 層化関手 (−)++ : PSh(U ;C )→ Sh(U ;C )は包含関手 Sh(U ;C ) ↪→ PSh(U ;C )

の左随伴である。よって層化は余極限を保つので、lim
−→
F++
i は図式F++

i の余極限である。
ここで、図式F++

i は図式Fiと同型である。よって lim
−→
F++
i は図式Fiの余極限である。

以上により、層の圏 Sh(U ;C )は完備かつ余完備であることがわかる。

層化の完全性

層化関手 (−)++ : PSh(U ;C ) → Sh(U ;C )は包含関手 Sh(U ;C ) ↪→ PSh(U ;C )の
左随伴である。よって層化は余極限を保つ。さらに、層化は有限極限も保つ。

命題 B.2.12. 層化関手 (−)++ : PSh(U ;C )→ Sh(U ;C )は完全である。

証明. 右完全であることは明らか。左完全であることを示す。層の極限は前層としての極
限であったので、プラス構成 (−)+ : PSh(U ;C )→ PSh(U ;C )が左完全であることを示
せば、層化関手が完全であることが導かれる。(−)+の構成はフィルター余極限によるも
のであったので、これは有限極限を保つ。すなわち (−)+は左完全である。よって層化関
手は左完全である。以上より、層化関手は完全である。

デカルト閉

ここでは C = Setとし、U は小さい景とする。U 上の集合の層の圏 Sh(U )について
考える。
F , G を U 上の前層とする。各 U ∈ Ob(U )に対し、GF (U) = Nat(F|UU

,G|UU
)とす

る。ただし、Nat(−,−)は自然変換全体からなる集合である。これにより、前層 GF が定
まる。

命題 B.2.13. Gが層ならば GF も層である。
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証明. 次の図式が差核であることを示す。

GF (U)→
∏
GF (Ui)

r1
⇒
r2

∏
GF (Ui ×U Uj)

(fi) ∈
∏
GF (Ui)について、r1((fi)) = r2((fi))を仮定する。任意の ∀V = (V → U) ∈

Ob(UU ) をとり、Vi = V ×U Ui とする。この時、次の図式を可換にするただ一つの射
fV : F(V )→ G(V )が存在する。

F(V ) //

fV
��

∏
F(Vi) // //∏

fi,Vi
��

∏
F(Vi ×V Vj)∏

fi,Vi×V Vj

��
G(V ) //

∏
G(Vi) ////

∏
G(Vi ×V Vj)

これにより、ただ一つの自然変換 f ∈ GF (U)が定まる。

F , G, HをU 上の前層とする。各自然変換 f : F × G → Hに対し、f̂ : F → HG を次
のように定義する。
各 U ∈ Ob(U ), s ∈ F(U)に対し、g = f̂U (s) : G|UU

→ H|UU
を定義したい。これを、

各 V ∈ Ob(UU ), t ∈ G(V )に対し、gV (t) = f(rV→U (s), t)によって定義する。

命題 B.2.14. f 7→ f̂ なる対応により、Nat(F × G,H) ∼= Nat(F ,HG)である。

証明. 逆の対応を作ればよい。これは、各自然変換 f̂ : F → HG に対して、fU (s, t) =

(f̂U (s))U (t)とすれば作れる。

積景上の層

U と V は景とする。積景U × V について考察する。

PSh(U × V ;C ) ∼= PSh(U ;PSh(V ;C ))

が成り立つことは簡単にわかる。これから、上記の同型が次の同型を導くことを示す。

Sh(U × V ;C ) ∼= Sh(U ;Sh(V ;C ))

積景U × V 上の前層F および景U の対象 U に対し、圏 C に値を持つ V 上の前層F [U ]

を
F [U ](V ) = F(U, V )

によって定める。さらに、U 7→ F [U ]によって定まる、圏PSh(V ;C )に値を持つU 上の
前層を F ′と書く。

命題 B.2.15. U × V 上の前層 F が層であるための必要十分条件は、任意の U に対し前
層 F [U ]が層であり、かつ前層 F ′が層であることである。
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証明.

必要性
前層 F が層であると仮定する。まず、景U の任意の対象 U を固定する。景 V の任意

の対象 V および V の任意の被覆 {Vi → V }に対し、{(U, Vi) → (U, V )}は (U, V )の被覆
である。よって、次の図式は差核である。

F(U, V )→
∏
F(U, Vi) ⇒

∏
F(U, Vi ×V Vj)

よって前層 F [U ]は層である。
次に、前層 F ′が層であることを示すため、景U の任意の対象 U および U の任意の被

覆 {Ui → U}をとる。圏PSh(V ;C )上の極限は sectionwiseに計算できるため、景 V の
任意の対象 V をとり、次の図式を考える。

F(U, V )→
∏
F(Ui, V ) ⇒

∏
F(Ui ×U Uj , V )

{(Ui, V )→ (U, V )}は (U, V )の被覆だから、上の図式は差核である。よって、次の図式は
差核である。

F [U ]→
∏
F [Ui] ⇒

∏
F [Ui ×U Uj ]

すなわち、前層 F ′は層である。
十分性
任意のUに対し前層F [U ]が層であり、かつ前層F ′が層であると仮定する。積景U ×V

の任意の対象 (U, V )および (U, V )の任意の被覆 {(Ui, Vj)→ (U, V )}をとる。次の図式が
差核であることを示す。

F(U, V )→
∏
F(Ui, Vj)

l
⇒
r

∏
F(Ui ×U Ui′ , Vj ×V Vj′)

ただし、上図の lは (Ui×U Ui′ , Vj×V Vj′)→ (Ui, Vj)が導く射であり、rは (Ui×U Ui′ , Vj×V
Vj′)→ (Ui′ , Vj′)が導く射である。同様に、

• Ui ×U Ui′ → Uiが導く射を l1 :
∏
F(Ui,−)→

∏
F(Ui ×U Ui′ ,−)、

• Ui ×U Ui′ → Ui′ が導く射を r1 :
∏
F(Ui,−)→

∏
F(Ui ×U Ui′ ,−)、

• Vj ×V Vj′ → Vj が導く射を l2 :
∏
F(−, Vj)→

∏
F(−, Vj ×V Vj′)、

• Vj ×V Vj′ → Vj′ が導く射を r2 :
∏
F(−, Vj)→

∏
F(−, Vj ×V Vj′)と書く。

この時、l = l1 ◦ l2 = l2 ◦ l1と r = r1 ◦ r2 = r2 ◦ r1に注意する。
圏 C 上の射 f : · →

∏
F(Ui, Vj)に対し、l ◦ f = r ◦ f を満たしていたと仮定する。こ

のとき、l1 ◦ l2 ◦ f = r1 ◦ r2 ◦ f である。ここで、id × id : Ui → Ui ×U Ui が導く射を
l1 ◦ l2 ◦ f = r1 ◦ r2 ◦ f の両辺に左から合成すれば、l2 ◦ f = r2 ◦ f を得る。(厳密にいえ
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ば、l1および r1を積の形に分解し、上記の射の合成が存在するよう値域を適切に制限す
る必要がある。) l2 ◦ f = r2 ◦ f より、次の図式を可換にする f ′がただ一つ存在する。∏

F(Ui, V ) //
∏
F(Ui, Vj) ////

∏
F(Ui, Vj ×V Vj′)

·
f ′

OO

f

66mmmmmmmmmmmmmm

先ほどと同様の議論により、l1 ◦ f = r1 ◦ f である。次の図式の上行は差核である。

∏
F(Ui ×U Ui′ , V ) //

∏
F(Ui ×U Ui′ , Vj)

l2 //

r2
//
∏
F(Ui ×U Ui′ , Vj ×V Vj′)

·
l1◦f ′

OO

r1◦f ′
OO

l1◦f=r1◦f

44iiiiiiiiiiiiiiiiiii

よって l1 ◦ f ′ = r1 ◦ f ′である。よって、次の図式を可換にする f ′′がただ一つ存在する。∏
F(U, V ) //

∏
F(Ui, V ) ////

∏
F(Ui ×U Ui′ , V )

·
f ′′

OO

f ′

66nnnnnnnnnnnnnn

この f ′′は次の図式を可換にする。

F(U, V ) //
∏
F(Ui, Vj) ////

∏
F(Ui ×U Ui′ , Vj ×V Vj′)

·
f ′′

OO

f

77ooooooooooooo

また、F(U, V )→
∏
F(Ui, Vj)は F(U, V )→

∏
F(Ui, V )→

∏
F(Ui, Vj)と二つの単射の

合成に分解できるので、これは単射である。よって、上記のような f ′′は存在すれば一意
である。以上より、差核の普遍性が直接証明できた。

B.3 G-位相空間
B.3.1 G-位相空間
位相空間よりも抽象的で、景よりも具体的な対象を考えたい。具体的に考えたいので、

集合X を固定し、X 上の構造として景の公理を満たすものを考える。これをX 上の G-

位相と呼ぶ。

定義 B.3.1. X を集合とする。X 上のG-位相 (G-topology)(τ, T )とは、空でないX の部
分集合族 τ ⊂ P(X)と、写像 T : τ → P(P(X))の組で、次を満たすものである。

• U, V ∈ τ ならば U ∩ V ∈ τ である。
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• 各 U ∈ τ と任意の {Ui}i ∈ TU に対し、集合論的に U =
⋃
i Uiである。

• 各 U ∈ τ に対し、{U} ∈ TU である。

• 任意の {Ui}i ∈ TU と V ⊂ U なる V ∈ τ に対し、{Ui ∩ V }i ∈ TV である。

• {Ui}i ∈ TU であり、かつ各 iに対し {Uij}j ∈ TUi ならば、{Uij}ij ∈ TU である。

各 U ∈ τ を認容開集合 (admissible open subset)と呼び、各 {Ui}i ∈ TU を U の認容被覆
(admissible covering)と呼ぶ。G-位相を備えた集合をG-位相空間 (G-topological space)と
呼ぶ。

具体的な例を見る。
例 B.3.2 (位相空間). ある位相空間Xの開集合を認容開集合、開被覆を認容被覆として定
義すればX 上のG-位相が定まり、X はG-位相空間となる。
例 B.3.3 (閉集合系). ある位相空間Xの閉集合を認容開集合、局所有限閉被覆を認容被覆
として定義すればX 上のG-位相が定まり、X はG-位相空間となる。
例 B.3.4 (近傍系). X を位相空間とし、部分集合 A ⊂ X を固定する。Aの開近傍を認容
開集合、開被覆を認容被覆として定義すればX上のG-位相が定まり、XはG-位相空間と
なる。
この時、Aが空でなければ、空集合が認容開集合とならない (特に位相を定めない)こと

に注意。
また、次の構成も重要である。

例 B.3.5 (積空間). (X, τ, T )と (Y, τ ′, T ′)はG-位相空間とする。各U ×V (U ∈ τ , V ∈ τ ′)
を認容開集合、各 {Ui × Vj}ij({Ui}i ∈ TU , {Vj}j ∈ T ′V )を認容被覆とすると、X × Y 上
のG-位相が定まり、X × Y はG-位相空間となる。
例 B.3.6 (左誘導位相). (X, τ, T ) を G-位相空間とし、f : A → X を写像とする。各
f−1(U)(U ∈ τ)を認容開集合、各 {f−1(Ui)}i({Ui}i ∈ TU )を認容開被覆とすると、A上の
G-位相が定まり、AはG-位相空間となる。このような位相を誘導位相と呼ぶが、次の例
と区別するためここでは左誘導位相と呼ぶことにする。特に f が単射の時、単射によって
定まる左誘導位相を相対位相と呼ぶ。
例 B.3.7 (右誘導位相). (X, τ, T )をG-位相空間とし、f : X → Y を (全射とは限らない)

写像とする。U ⊂ Y が認容開集合であることを f−1(U) ⊂ X が認容開集合であることと
して定め、認容開集合による被覆 {Ui}i が認容被覆であることを {f−1(Ui)}i が認容被覆
であることとして定める。すると Y 上のG-位相が定まり、Y はG-位相空間となる。この
ような位相も誘導位相と呼ぶが、前の例と区別するためここでは右誘導位相と呼ぶことに
する。
例 B.3.8 (商位相). (X, τ, T ) を G-位相空間とし、f : X → Y を (全射とは限らない)

写像とする。U ⊂ Y が認容開集合であることを f−1(U) ⊂ X が認容開集合でありかつ
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U = f(f−1(U))を満たすこととして定め、認容開集合による被覆 {Ui}iが認容被覆である
ことを {f−1(Ui)}iが認容被覆であることとして定める。すると Y 上のG-位相が定まり、
Y はG-位相空間となる。このような位相を商位相と呼ぶ。
f が全射でなければ、Y の部分集合 Y − f(X)はどの認容開集合とも共通部分を持たな

い。すなわち、認容開集合によって議論されるあらゆる位相的性質に対し、Y − f(X)に
含まれる点は一切の役割を持たない。測度論における零集合のようなものと思えばよい。
注意 B.3.9. 一点集合上 1の (通常の意味での)位相はただ一つである。一方、一点集合上
には異なる別のG-位相が入りうる。例えば、写像 ∅ → 1によって商位相を入れることが
できるが、これは全体集合 1を認容開集合と見做さない。

B.3.2 G-位相空間の射
位相空間の間の連続写像は、開集合の引き戻しが開集合になることとして定義された。

G-位相空間の間の連続写像は、さらに認容被覆の引き戻しが認容被覆になることを要求
する。

定義 B.3.10 (連続写像). G-位相空間の間の写像 f : X → Y が連続であるとは、次の二
つを満たすことである。

• 任意の認容開集合 U ⊂ Y に対し、逆像 f−1(U) ⊂ X は認容開集合である。

• 任意の認容開集合 U ⊂ Y および U の任意の認容被覆 {Ui}i に対し、逆像の族
{f−1(Ui)}iは U の認容被覆である。

連続写像を射としてG-位相空間の圏GTopが定まる。
例 B.3.11. X をG-位相空間とし、f : A→ X を任意の写像とする。A上に f による左誘
導位相を入れると、f は連続である。
例 B.3.12. X をG-位相空間とし、f : X → Y を任意の写像とする。Y 上に f による右誘
導位相を入れると、f は連続である。
例 B.3.13. X をG-位相空間とし、f : X → Y を任意の写像とする。Y 上に f による商位
相を入れると、f は連続である。

B.3.3 コンパクト性とパラコンパクト性
G-位相空間についてもコンパクト性やパラコンパクト性が定義できる。

定義 B.3.14 (コンパクト性). G-位相空間Xの認容開集合U がコンパクトであるとは、U
の任意の認容開被覆に対し、それを細分する有限認容開被覆が存在することである。
G-位相空間X の部分集合 A ⊂ X がコンパクトであるとは、Aを含む認容開集合 U が

存在し、Aが相対位相についてコンパクトになることである。
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定義 B.3.15 (パラコンパクト性). X を G-位相空間とし、U をX の認容開集合とする。
U の (集合論的)被覆 {Ai}iが局所有限であるとは、U の認容開被覆 {Uj}jであって、任意
の jに対しAi ∩ Uj 6= ∅を満たす iが有限個となるものが存在することを言う。U がパラ
コンパクトであるとは、U の任意の認容開被覆に対し、それを細分する局所有限な認容開
被覆が存在することをいう。
G-位相空間Xの部分集合A ⊂ Xがパラコンパクトであるとは、Aを含む認容開集合U

が存在し、Aが相対位相についてパラコンパクトになることである。
G-位相空間X が遺伝的パラコンパクトであるとは、任意の認容開集合がパラコンパク

トになることである。

コンパクト性が定義できれば、固有写像も定義できる。

定義 B.3.16 (固有写像). f : X → Y を G-位相空間の間の連続写像とする。f が固有
(proper)であるとは、Y の任意のコンパクト部分集合 A ⊂ Y に対し、逆像 f−1(A) ⊂ X

がコンパクトであることを言う。

コンパクト集合の閉部分集合はコンパクトである。これを述べるため、閉部分集合を定
義する。

定義 B.3.17. X をG-位相空間とし、U をX の認容開集合とする。U の部分集合A ⊂ U
が相対閉集合であるとは、相対位相に関する Aの任意の認容被覆 U に対し、U の認容被
覆 V で、V のAへの制限が U を細分するものが存在することを言う。特に、X が認容開
集合であるとき、X の相対閉集合を単に閉集合と呼ぶ。

命題 B.3.18. X をコンパクトG-位相空間とする。X の閉集合はコンパクトである。

証明. A ⊂ X を閉集合とする。Aの任意の認容被覆 U をとる。Aは閉集合だから、X の
認容被覆 Vで、VのAへの制限が U を細分するものが存在する。Xはコンパクトだから、
V を細分する有限認容被覆W が存在する。W の Aへの制限は U を細分する有限認容被
覆である。

B.3.4 分離性
G-位相空間に対して、Hausdorff性をそのままの意味で定義することはできない。そこ

で、類似の概念として分離性を導入する。

定義 B.3.19 (分離性). G-位相空間Xが分離的 (separated)であるとは、対角射X → X×X
が固有写像になることである。

分離的ならば、特に次が言える。

定義 B.3.20 (分離性). Xは分離的G-位相空間とする。A,B ⊂ Xはコンパクト部分集合
とすると、A ∩B ⊂ X もコンパクト部分集合である。
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証明. A,B ⊂ Xがコンパクト部分集合ならば、A×B ⊂ X ×Xもコンパクト部分集合で
ある。A∩Bは対角射X → X ×XによるA×Bの引き戻しである。対角射X → X ×X
が固有写像であれば、A ∩Bはコンパクトである。

B.4 G-位相空間上の層
B.4.1 G-位相空間上の層
圏 C は完備かつ余完備で、フィルター余極限と有限極限が交換し、IPC性質を満たす

とする。X = (X, τ, T )をG-位相空間とすると、(τ, T )は小さい景である。よって、C に
値を持つ τ = (τ, T )上の層を定義することができる。これを C に値を持つX 上の層と呼
ぶ。層の圏 Sh(τ ;C )を Sh(X;C )と書き、前層の圏PSh(τ ;C )をPSh(X;C )と書く。
まずはG-位相空間上の層について基本的な定義を行う。

茎

F は C に値を持つX 上の前層とする。点 x ∈ X における F の茎 (stalk)とは、

Fx = lim
U3x
F(U)

によって定義される C 上の対象 Fxのことである。(ただし、U は xを含む認容開集合全
体を動く。)

命題 B.4.1. X 上の前層 F に対し、ν : F → F+ が導くすべての茎 (stalk) の間の射
νx : Fx → F+

x は同型である。

証明. xを含む任意の認容開集合 U ⊂ Xおよび U の任意の認容被覆 {Ui}に対し、x ∈ Ui
なる iを一つ選び、KU ({Ui})→

∏
F(Ui) ↠ F(Ui)→ Fxを αと表す。これは iの取り方

に依らない。このような α達によって、βU : F+(U)→ Fxが導かれる。βU 達によって導
かれる F+

x → Fxは νxの逆射である。

順像と逆像

定義 B.4.2 (順像と逆像). f : X → Y をG-位相空間の間の連続写像とする。前層の順像
fp : PSh(X;C ) → PSh(Y ;C )および逆像 fp : PSh(Y ;C ) → PSh(X;C )を次のように
定める。

fpF(U) = F(f−1(U))

fpF(U) = lim−→
V⊃f(U)

F(V )

層の順像 f∗ : Sh(X;C ) → Sh(Y ;C )は、層 f∗F を前層 fpF の層化として定義する。層
の逆像 f∗ : Sh(Y ;C )→ Sh(X;C )は、層 f∗F を前層 fpF の層化として定義する。
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注意 B.4.3. F が層ならば、前層 fpF も層なので、fpF ∼= f∗F である。
順像と逆像は随伴を定める。

命題 B.4.4. f : X → Y をG-位相空間の間の連続写像とする。この時、随伴 fp a fpおよ
び f∗ a f∗が存在する。

証明. Y 上の前層の射 φ : F → fpG が存在したとする。Y 上の各認容開集合 V に対する
φの要素は φV : F(V )→ G(f−1(V ))である。X上の各認容開集合 U および、Y 上の各認
容開集合 V で、f(U) ⊂ V を満たすものに対し、

F(V )
ϕV→ G(f−1(V ))→ G(U)

なる合成が存在する。これらは射 φ̂U : lim−→
V⊃f(U)

F(V ) → G(U)を導く。φ̂U の集まりは射

φ̂ : fpF → G を定める。逆に射 φ̂ : fpF → G が存在すれば、構成を逆にたどって射
φ : F → fpG が作れる。よって随伴 fp a fpが存在する。随伴 f∗ a f∗の存在は層化の普
遍性から従う。

上記の随伴より、逆像関手は任意の余極限を保つ。さらに、逆像関手は有限極限も保つ。

命題 B.4.5. f : X → Y をG-位相空間の間の連続写像とする。逆像関手 fpおよび f∗は
完全関手である。

証明. 右完全であることは明らか。左完全であることを示せばよい。fpはフィルター余極
限によって定義されていたので、これは左完全である。よって fpは完全である。fpおよ
び層化関手が完全であることから、f∗も完全である。

また、逆像は層化を保つ。

命題 B.4.6. f : X → Y をG-位相空間の間の連続写像とする。Y 上の前層Fに対し、fpF
の層化は F の層化の f∗による像と同型である。

証明. 下図の二通りの合成は、どちらも fp ∼= f∗の左随伴である。

PSh(Y ;C )
fp //

��

PSh(X;C )

��
Sh(Y ;C )

f∗ // Sh(X;C )

よってこれらは同型である。
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茎と摩天楼層

一点集合 1に通常の位相を入れる。G-位相空間X 上の各点 xは連続写像 x : 1→ X と
同一視できる。ここで、Sh(1;C ) ∼= C であり、PSh(1;C ) ∼= (C /C )である。((C /C )は
コンマ圏。) この同一視の下で、X 上の層 F の点 x ∈ X における茎は x∗F と書ける。

定義 B.4.7. 各 C ∈ Ob(C )に対し、一点集合 1上の層 C の x : 1 → X による順像 x∗C

を、xにおける摩天楼層 (skyscraper sheaf)という。

B.4.2 十分多くの点を持つ場合
トポス論から次の定義を用意する。

定義 B.4.8. G-位相空間Xが圏C に対して十分多くの点を持つとは、C に値を持つX上
の層の間の射 f : F → G に対し、f が導く各茎の間の射 fx : Fx → Gxがすべて同型なら
ば、f も同型となることを言う。

ここではX が C に対して十分多くの点を持つ場合について考察する。特に断らない限
り、層は C に値を持つとする。

命題 B.4.9. G-位相空間Xが圏 C に対して十分多くの点を持つとする。X上の層の間の
二つの射 f, g : F → Gに対し、f , gが導く各茎の間で fx = gx : Fx → Gxならば、f = g

である。

証明. 次のような差核図式をとる。

H h→ F
f

⇒
g
G

各点 x ∈ X で茎をとると、次の差核図式が導かれる。

Hx
hx→ Fx

fx
⇒
gx
Gx

fx = gxより、hxは同型である。よって、hは同型である。よって、f = gである。

命題 B.4.10. G-位相空間X が圏 C に対して十分多くの点を持つとする。X 上の層の間
の射 f : F → Gに対し、f が導く各茎の間で fx : Fx → Gxが単射 (resp. 全射)ならば、f
も単射 (resp. 全射)である。

証明. 全ての fxが単射であると仮定する。f ◦ g = f ◦ hとする。各点 x ∈ X で茎をとる
と、fx ◦ gx = fx ◦ hxである。fxは単射だから、gx = hxである。よって g = hである。
以上より f は単射である。全射についても同様である。
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命題 B.4.11. G-位相空間X が圏 C に対して十分多くの点を持つとする。X 上の層の錐
F → F iについて、図式F iが有限で、各茎の錐Fx → F ixが極限錐ならば、F → F iは有
限極限錐である。

証明. 図式F iの極限F ′をとる。この時、ただ一つの射F → F ′が導かれる。層の圏の極
限は前層の圏の極限と一致するので、すなわち各点で C 上の極限と一致する。C 上では
有限極限とフィルター余極限は交換するので、各茎F ′xは図式F ixの極限である。よって、
F → F ′が茎に導く射は同型である。よって F → F ′は同型である。

B.4.3 位相空間との比較
G-位相空間には付随する位相空間が存在する。

命題 B.4.12. (X, τ, T )をG-位相空間とし、X̂ =
⋃
τ と置く。集合 X̂ 上に τ を開基とす

る位相構造がただ一つ存在する。

証明. G-位相の定義より、U, V ∈ τ ならばU ∩V ∈ τ である。集合 X̂の定義より⋃
τ = X

である。よって、τ を開基とするX 上の位相がただ一つ存在する。

包含関係 X̂ ⊂ X は連続写像 µX : X̂ → X を導く。µX が導く随伴 µ∗X a (µX)∗ :

Sh(X;C )→ Sh(X̂;C )について考察する。

命題 B.4.13. G-位相空間X に対し、次の仮定 (?)を満たすとする。

(?) 任意の認容開集合U と、U を集合論的に被覆する認容開集合族 {Ui}iに対し、{Ui}i
を細分する認容被覆が存在する。

このとき、µ∗X a (µX)∗ : Sh(X;C )→ Sh(X̂;C )は圏同値である。

証明. 仮定 (?)より、開基 τ上の層の圏はG-位相空間X上の層の圏と圏同値である。開基 τ

上の層の圏は位相空間 X̂上の層の圏と圏同値である。よって、µ∗X a (µX)∗ : Sh(X;C )→
Sh(X̂;C )は圏同値である。

茎に関しては次が言える。

命題 B.4.14. f : F → GはG-位相空間X 上の層の間の射とする。µ∗X a (µX)∗が圏同値
ならば、次は同値である。

• f は stalkwiseに同型である。

• µ∗X(f)は stalkwiseに同型である。

特に、次は同値である。

• G-位相空間X は圏 C に対して十分多くの点を持つ。



B.5. 位相空間上の層 95

• 位相空間 X̂ は圏 C に対して十分多くの点を持つ。

証明. 点 x ∈ X が x /∈ X̂ ならば、G-位相空間X 上の任意の層Hに対し茎の同型Hx ∼= ∅
が成り立つ。よって、常に fxは同型である。x ∈ X̂ ならば、次の可換図式が得られる。

X̂
µX // X

1

x̂

OO

x

??~~~~~~~~

ただし、x : 1 → X および x̂ : 1 → X̂ はそれぞれ点 xに値を持つ定値写像である。µ∗X a
(µX)∗が圏同値であることから、fx(= x∗(f))が同型であることと µ∗X(f)x(= x̂∗(µ∗X(f)))

が同型であることは同値である。

B.5 位相空間上の層
B.5.1 位相空間上の層
圏 C は完備かつ余完備で、フィルター余極限と有限極限が交換し、IPC性質を満たす

とする。X を位相空間とする。C に値を持つX 上の層について考察する。

X上の前層Fに対し、F# =
∏
x∈X

x∗Fxとする。この時、自然な射F → F#が存在する。

命題 B.5.1. F が層ならば、自然な射F → F#は正則な単射 (regular monomorphism)で
ある。すなわち、F → F#はある図式の差核として書ける。

証明. 各開集合 U ⊂ X に対し、τU : U → X は埋め込み写像とする。FU = (τU )∗τ
∗
UF と

する。具体的には FU (V ) = F(U ∩ V )で定義されている。
各開集合 U ⊂ X と任意の開被覆 {Ui}に対し、次の図式は差核である。

FU →
∏
FUi ⇒

∏
FUi∩Uj

{Ui}について順極限をとれば、F(U)→ F#(U)がある図式の差核として導かれる。C は
完備かつ余完備なので、F(U)→ F#(U)は具体的に余核対の差核として書ける。よって、
F → F#は前層の圏の中で余核対の差核として書ける。層化関手は完全なので、F → F#

は層の圏の中で余核対の差核として書ける。

系 B.5.2. X上の層F および前層 Gとその間の射 f : F → Gに対し、f が導く各茎の間の
射 fx : Fx → Gxがすべて単射ならば、f も単射である.。また、Gが層で各 fx : Fx → Gx
がすべて正則な単射ならば、f も正則な単射である。
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証明. 次の図式より明らか、
F //

f

��

F#

∏
fx

��
G // G#

B.5.2 十分多くの点を持つ場合
ここでは位相空間X が C に対して十分多くの点を持つ場合について考察する。特に断

らない限り、層は C に値を持つとする。

命題 B.5.3. 位相空間Xは圏 C に対して十分多くの点を持つとする。F をX上の層とす
る。また、各閉部分集合 Z ⊂ X の包含写像を τZ : Z ↪→ X と表す。このとき、{Zi}をX

の局所有限閉被覆とすると、次の図式は差核である。

F(X)→
∏

τ∗Zi
F(Zi) ⇒

∏
τ∗Zi∩Zj

F(Zi ∩ Zj)

証明. 次の図式が差核であることを示す。

F →
∏

(τZi)∗τ
∗
Zi
F ⇒

∏
(τZi∩Zj )∗τ

∗
Zi∩Zj

F

各点 x ∈ X で茎をとると、

Fx →
∏

((τZi)∗τ
∗
Zi
F)x ⇒

∏
((τZi∩Zj )∗τ

∗
Zi∩Zj

F)x

ここで、順極限と積の交換 lim
−→
U∋x

∏
(τZi)∗τ

∗
Zi
F(U) ∼=

∏
lim
−→
U∋x

(τZi)∗τ
∗
Zi
F(U)を見るためには

積が有限でなければならないが、{Zi}が局所有限であることより、積が有限であるとして
よい。
任意の閉部分集合 Z ⊂ X に対して、

((τZ)∗τ
∗
ZF)x =

∗ (x /∈ Z)
Fx (x ∈ Z)

である。よって、上の図式は下のように書ける。

Fx →
∏
Zi3x
Fx ⇒

∏
Zi∩Zj3x

Fx

これが差核であることは簡単にわかる。よって各茎が差核だから、始めの図式は差核であ
る。
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命題 B.5.4. X は圏 C に対して十分多くの点を持つとする。X を正則空間、Z ⊂ X を閉
集合とし、τZ : Z ↪→ X は包含写像とする。X 上の層 F に対し、τpZF = τ∗ZF である。

証明. まずは lim
−→
U⊃Z

(τU )∗τ
∗
UF → (τZ)∗τ

∗
ZF が同型であることを示す。各点で茎をとれば、

x ∈ Zの時はFx =→ Fxとなり、x /∈ Zの時はX が正則であることより ∗ → ∗となる。こ
れらはすべて同型である。

lim
−→
U⊃Z

(τU )∗τ
∗
UF → (τZ)∗τ

p
Z → (τZ)∗τ

∗
ZF なる合成が同型だから、(τZ)∗τ

p
Z → (τZ)∗τ

∗
ZF は

分裂全射である。これが単射であればよい。
Zの任意の開集合 V、開被覆 {Vi ⊂ V }およびUi ⊃ Viなる開集合族Ui ⊂ Xに対し、次

の図式を考える。

F(
⋃
Ui) //

��

∏
F(Ui) ////

��

∏
F(Ui ∩ Uj)

��
K({Vi ⊂ V }) //

∏
τpZF(Vi)

////
∏
τpZF(Vi ∩ Vj)

ここで、上列は差核である。Ui ⊃ Viについて順極限をとれば、IPC性質およびフィル
ター余極限と差核が交換することから、次の図式が導かれる。

τpZF(V )
正則な単射/ /

正則な単射
��

∏
τpZF(Vi)

K({Vi ⊂ V })正則な単射
//
∏
τpZF(Vi)

////
∏
τpZF(Vi ∩ Vj)

今、図式は余完備な圏で考えているので、正則な単射は余核対 (cokernel pair)の差核で
ある。{Vi ⊂ Z}について順極限をとれば、フィルター余極限と差核が交換することから、
τpZF(V )→ τ∗ZF(V )は正則な単射である。よって、τpZF → τ∗ZF は正則な単射である。
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C.1 準備
まずモデル圏の定義に必要なリフト性質と弱分解系について定義する。次に、余束生成

モデル圏の定義に必要な相対セル複体を定義する。小対象引数は余束生成モデル圏の特徴
づけにおいて重要である。射の集合が小対象引数を許容するとき、標準的な弱分解系が存
在することを述べる。

C.1.1 リフト性質と弱分解系
ここではモデル圏を定義するために必要なリフト性質と弱分解系についての一般論を述

べる。モデル圏の束と余束はリフト性質によって特徴づけられる。モデル圏の公理ではさ
らに、束と非輪状余束 (resp. 非輪状束と余束)が弱分解系を作ることを要求する。

リフト性質

一般の圏上で、次の可換図式を考える。

A

f
��

α // X

g

��
B

β // Y

このような可換図式を射 (α, β) : f → g で表す。次の可換図式を可換にするような射
γ : B → X を、可換図式 (α, β)のリフトと呼ぶ。

A

f

��

α // X

g

��
B

β //

γ
>>}}}}}}}}
Y

さらに次の記法を導入しよう。
定義 C.1.1 (Joyalの記法). LとRは射のクラスとする。任意の f ∈ Lと任意の g ∈ Rお
よび任意の可換図式 (α, β) : f → gに対し、(α, β)のリフトが存在するとき、L ⋔ Rと書
く。特に、L = {f}(resp. R = {g})の時、f ⋔ R(resp. L ⋔ g)と書く。さらに L = {f}
かつR = {g}の時、f ⋔ gと書く。
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注意 C.1.2. 二つの射 f : A→ Bと g : X → Y に対し、次の写像が定まる。

g∗ × f∗ : Hom(B,X)→ Hom(B, Y )×Hom(A,Y ) Hom(A,X)

f ⋔ gであることは、上記の写像 g∗ × f∗が全射であることと同値である。
このような性質をリフト性質と呼ぶ。

定義 C.1.3. LとRは射のクラスとする。LがRに対して左リフト性質を持つとは、L ⋔ R

が成り立つことである。この時、Rが Lに対して右リフト性質を持つとも言う。特に、
L = {f}(resp. R = {g})の時、f(resp. L)がR(resp. g)に対して左リフト性質を持つと
言う。以下、同様である。

例 C.1.4. 集合と写像の圏 Set上で、Mono = {単射 }, Epi = {全射 }とする。このとき
Mono ⋔ Epiかつ Epi ⋔ Monoである。
また、リフト性質を持つ射全体のクラスを表す記号を用意しておく。

定義 C.1.5. I は射のクラスとする。I に対して右 (resp. 左)リフト性質を持つ射全体の
クラスを rlp(I)(resp. llp(I))で表す。

左リフト性質と右リフト性質は互いに双対の性質である。

命題 C.1.6. C を圏とし、(α, β) : f → gは C 上の可換図式とする。この時、(α, β)のリ
フト γ は、双対圏 C op上の可換図式 (βop, αop)のリフト γopと一対一に対応する。特に、
射のクラスLが射のクラスRに対して左リフト性質を持つことは、LopがRopに対して右
リフト性質を持つことと同値である。

リフト性質はいくつかの操作で閉じている。(また、セル複体をとる操作でも閉じてい
るが、それは次の節に回す。)

命題 C.1.7. f を射、Rを射のクラスとする。f ⋔ Rならば次が成り立つ。

• 次の図式が引き戻しならば、f ′ ⋔ Rである。

·
f ′

��

// ·
f

��
· // ·

• f ′が f のレトラクト (i.e. 次の図式が可換)ならば、f ′ ⋔ Rである。

·
f ′

��

//
id

''·
f

��

// ·
f ′

��
· //

id

77· // ·
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証明. 明らか。

随伴について次の性質が成り立つ。

命題 C.1.8. C とD は圏とし、Lは圏 C 上の射のクラス、 Rは圏 D 上の射のクラスと
する。随伴 F a G : C → D に対し、次は同値である。

• F (L) ⋔ Rである。

• L ⋔ G(R)である。

証明. 任意の (f : A→ B) ∈ Lと (g : X → Y ) ∈ Rに対し、次の図式が存在する。

D(F (B), X)
g∗×F (f)∗//

∼=
��

D(F (B), Y )×D(F (A),Y ) D(F (A), X)

∼=
��

C (B,G(X))
G(g)∗×f∗

// C (B,G(Y ))×C (A,G(Y )) C (A,G(X))

よって、
F (f) ⋔ g ⇔ g∗ × F (f)∗は全射

⇔ G(g)∗ × f∗は全射
⇔ f ⋔ G(g)

となる。よって F (L) ⋔ R⇔ L ⋔ G(R)である。

弱分解系

弱分解系を定義する。

定義 C.1.9 (弱分解系). C を圏とする。C 上の弱分解系 (L,R)とは、射のクラス LとR

の組であって、次を満たすもののことである。

• C 上の任意の射 f に対し、f の分解 f = rf ◦ lf で (rf , lf ) ∈ R × Lなるものが存在
する。

• L ⋔ Rである。

• f ⋔ R⇒ f ∈ Lである。

• L ⋔ g ⇒ g ∈ Rである。

C 上の関手的弱分解系 (L,R)とは、弱分解系 (L,R)であって、上記の対応 f 7→ (rf , lf ) ∈
R× Lが関手的にとれることである。

注意 C.1.10. (L,R)が弱分解系であることは、次を満たすことと同値である。
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• C 上の任意の射 f に対し、f の分解 f = rf ◦ lf で (rf , lf ) ∈ R × Lなるものが存在
する。

• L = llp(R)である。

• rlp(L) = Rである。

例 C.1.11. 集合と写像の圏 Set上で、(Mono,Epi)と (Epi,Mono)はどちらも関手的弱分
解系である。

C.1.2 超限合成と相対セル複体
対象 X から出発して、与えられた射のクラスを “貼り付けて”いくことで、射のクラ

スの相対セル複体 X → Y を定義する。ここで、射 A → B を “貼り付ける”とは、射
X → X ∪A Bを得る操作のことである。相対セル複体を得るためには、このような操作
を無限に繰り返す必要がある。そこで、まずは射の無限列に対し射の合成を定義する。こ
れを超限合成と呼ぶ。

超限合成

定義 C.1.12 (超限合成). C は余完備な圏とし、λは序数とする。

• C 上の λ-合成可能列とは関手X : λ → C で、γ = β + 1なる β を持たない任意の
γ < λに対し、次の標準的な射が同型となるもののことである。

lim−→
β<γ

Xβ → Xγ

下記のようなλ-合成可能列を (X, f)または fまたは (fβ)と明示的に書くことにする。

X0
f0→ · · ·

fβ−1→ Xβ
fβ→ Xβ+1

fβ+1→ · · ·

• (X, f)を λ-合成可能列とする。Xλ = lim
→
Xと置く。f の超限合成 (または単に合成)

とは、標準的な射 f◦ : X0 → Xλのことである。

例 C.1.13. 恒等射 idは 1-合成可能列の合成である。
定義から明らかに、フィルター余極限を保つ関手は合成可能対を保つ。また、左リフト

性質は超限合成について閉じている。

命題 C.1.14. (X, f)は λ-合成可能列とし、Rは射のクラスとする。f の超限合成を f◦と
する。任意の β < λに対して fβ ⋔ Rならば、f◦ ⋔ Rである。
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証明. 任意の g ∈ Rに対し、次の図式を考える。

A
g // B

X0
f0

//

OO

· · ·
fβ−1

// Xβ
fβ

//

ggPPPPPPPPPPPPPPPP
Xβ+1

fβ+1

//

jj

· · · // lim
→
X

OO

f0 ⋔ gよりリフトX1 → Aが存在する。リフトXβ → Aが任意の β < γで存在したとす
る。γ = β + 1なる βが存在すれば、fβ ⋔ RよりリフトXγ → Aが存在する。そのよう
な βが存在しなければ、Xγ が余極限錐であることからリフトXγ → Aが存在する。よっ
て、超限帰納法により錐 (X, f) → Aがとれる。よってリフトXλ → Aが存在するので、
f◦ ⋔ Rである。

相対セル複体

相対セル複体を定義する。

定義 C.1.15 (相対セル複体). C は余完備な圏とし、I は射のクラスとする。I-相対セル
複体とは、Iに属する射の押し出しの λ-合成可能列の超限合成と同型である射のことであ
る。i.e. 射 hが I-相対セル複体であるとは、ある λ-列 f で次を満たすものが存在し、f の
超限合成が hと同型になるもののことである。

任意の β < λに対して iβ ∈ I と次の押し出し図式が存在する。

·
fβ // ·

·
iβ //

OO

·

OO

I-相対セル複体全体のクラスを cell(I)と書く。

cell(I)は C の部分圏である。これは次の性質から直ちにわかる。

命題 C.1.16. I-相対セル複体の超限合成は I-相対セル複体である。特に、cell(I)は C の
部分圏である。

証明. 明らか。

また、セルをまとめて貼り合わせることもできる。

命題 C.1.17. C は余完備な圏とし、Iは射のクラスとする。射のクラス J を {∐λ iλ | iλ ∈
I (∀λ)}として定める。このとき、cell(I) = cell(J)である。
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証明. cell(I) ⊂ cell(J)は明らか。cell(I) ⊃ cell(J)を示す。
次の押し出し図式を考える。

X
f // Y

∐
Aλ

∐
iλ //

OO

∐
Bλ

OO

J-相対セル複体は上の f のような射の超限合成である。よって、上のような f が常に I-相
対セル複体であることを示せば、J-相対セル複体は I-相対セル複体であることが示される。
上の図式が押し出しであると仮定し、f ∈ cell(I)であることを示す。添え字 λの集合を

Λとする。Λを基数と同一視して、整列集合とみなす。
Λが有限の場合
Λ = {1, 2, · · · , n}としてよい。射の列X = X0

f1→ X1
f2→ · · · fn→ Xnを次の図式が押し出

しになるものとして定義する。
Xk−1

fk // Xk

Ak
ik //

OO

Bk

OO

f ′ = fn ◦ · · · ◦ f1とする。このとき、次の図式が存在する。

X
f // Xn

∐
Aλ

∐
iλ //

OO

∐
Bλ

OO

これが押し出し図式であることは直接確かめられる。
Λが無限の場合
Λ-合成可能列 (Z, g)を次のように定める。Z0 = X とする。Zβ が定義できていた時、

gβ : Zβ → Zβ+1を次の図式が押し出しになるように定める。

Zβ
gβ // Zβ+1

Aβ
iβ //

OO

Bβ

OO

β+1 = γなるβが存在せず、任意のβ < γに対しZβが定義できていた時、Zγ = lim−→
β<γ

Zβ

とする。このように Λ-合成可能列 (Z, g)を構成すると、gの超限合成 g◦は I-相対セル複
体である。さらに、次の図式が存在する。

X
g◦ // XΛ

∐
Aλ

∐
iλ //

OO

∐
Bλ

OO
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これが押し出し図式であることは直接確かめられる。

相対 CW複体は相対セル複体の例の一つである。
例 C.1.18. 位相空間の圏Topを考える相対 CW複体とは、ℵ0-列 (X, f)で次を満たすも
のの超限合成に同型な連続写像のことである。

任意の自然数 nに対し、次の押し出し図式が存在する。

Xn
fn // Xn+1

∐
Sn−1 //

OO

∐
Dn

OO

集合 ITopを {Sn−1 ↪→ Dn}として定義する。相対CW複体は ITop-相対セル複体である。
すなわち、ITop-相対セル複体とは相対 CW複体の一般化である。

C.1.3 小対象引数
対象が小さいとは、コンパクト性のようなもの満たすことを言う。小対象引数は弱分解

系の存在を保証する。(cf. [11])

小対象

定義 C.1.19 (小対象). C は余完備圏とし、D は C の部分圏とする。

• κは基数とする。対象W がD に対して相対的に κ-小であるとは、任意の正則基数
λ ≥ κおよび D 上の任意の λ-合成可能列X に対し、次の写像が全単射になること
である。

lim−→
β

C (W,Xβ) ∼= C (W, lim−→
β

Xβ)

(ただし、lim
−→

X は C 上の余極限とする。)

• 特にD = C の時、W は単に κ-小であると言う。

• 対象W がD に対して相対的に小であるとは、ある基数 κに対して対象W がD に
対して相対的に κ-小であることを言う。

• 特にD = C の時、W は単に小であると言う。
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例 C.1.20. U は小さい圏とする。任意の対象u ∈ Ob(U )に対し、前層U (−, u) ∈ PSh(U ;Set)

は ℵ0-小である。実際、米田の補題により次の全単射が成り立つ。

lim−→
β

PSh(U ;Set)(U (−, u), Xβ) ∼= lim−→
β

(Xβ [u])

∼= (lim−→
β

Xβ)[u]

∼= PSh(U ;Set)(U (−, u), lim−→
β

Xβ).

例 C.1.21. U は任意の被覆が有限細分を持つ小さい景とする。この時、U 上の層F が前
層の圏PSh(U ;Set)上で κ-小ならば、Fは層の圏Sh(U ;Set上で κ-小である。実際、次
の同型が成り立つ。

lim−→
β

Sh(U ;Set)(F , Xβ) ∼= lim−→
β

PSh(U ;Set)(F , Xβ)

∼= PSh(U ;Set)(U (−, u), lim−→
β

Xβ)

∼= Sh(U ;Set)(U (−, u), lim−→
β

Xβ)

ここで、任意の被覆が有限細分を持つことから、層としての余極限 lim−→
β

Xβ は前層として

の余極限に一致していることに注意する。
小対象は有限余極限について閉じている。

命題 C.1.22. W : P → C を有限図式とする。(i.e. W は有限圏Pからの関手とする。)

各WpがD に対して相対的に κ-小ならば、 余極限 lim−→
p

WpもD に対して相対的に κ-小で

ある。

証明.
lim−→
β

C (lim−→
p

Wp, Xβ) ∼= lim−→
β

lim←−
p

C (Wp, Xβ)

∼= lim←−
p

lim−→
β

C (Wp, Xβ)

∼= lim←−
p

C (Wp, lim−→
β

Xβ)

∼= C (lim←−
p

Wp, lim−→
β

Xβ).

系 C.1.23. W : P → C を有限図式とする。各WpがD に対して相対的に小ならば、余
極限 lim−→

p

WpもD に対して相対的に小である。
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証明. 各添え字 p ∈ Ob(P)に対し、ある基数 κpを用いて対象WpはD に対して相対的に
κp-小であるとしてよい。κは κpのうち最大の基数とする。各WpはD に対して相対的に
κ-小である。命題 C.1.22より、余極限 lim−→

p

WpもD に対して相対的に κ-小である。

注意 C.1.24. 実は、上記の系はP が有限でなくても成り立つ。(cf. [11])

随伴 F a Gに対し、Gがフィルター余極限を保つならば、F は小対象を保つ。

命題 C.1.25. F a G : C → C ′は随伴とし、D は圏 C の部分圏とする。関手Gはフィル
ター余極限を保つと仮定する。この時、対象 c ∈ Ob(C )がD に対して相対的に κ-小なら
ば、対象 F (c) ∈ Ob(C )はG−1(D)に対して相対的に κ-小である。

証明.
lim−→
β

C ′(F (c), Xβ) ∼= lim−→
β

C (c,G(Xβ))

∼= C (c, lim−→
β

G(Xβ))

∼= C (c,G(lim−→
β

Xβ))

∼= C ′(F (c), lim−→
β

Xβ).

小対象引数

定義 C.1.26 (小対象引数). C は余完備圏とし、I は C の射の集合とする。

• κは基数とする。I が κ-小対象引数を許容するとは、I に含まれる全ての射 x → y

に対し、始域 xが部分圏 cell(I)に対して相対的に κ-小であることを言う。

• I が小対象引数を許容するとは、ある基数 κに対して I が κ-小対象引数を許容する
ことを言う。

命題 C.1.27 (D. M. Kan). C は余完備圏とし、I は C の射の集合とする。I が小対象引
数を許容するならば、C 上の任意の射 f に対し、pf ∈ rlp(I)かつ if ∈ cell(I)を満たす (関
手的)分解 f = pf ◦ if が存在する。

証明. [11]を参照。

これは次のように改良できる。

命題 C.1.28. C は余完備圏とし、IはC の射の集合とする。Cof(I) = {I-相対セル複体のレトラクト}
とする。I が小対象引数を許容するならば、(Cof(I), rlp(I))は (関手的)弱分解系である。

証明. 命題 C.1.27に加え、明らかでないのは次の性質である。これを示す。
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• f ⋔ rlp(I)⇒ f ∈ Cof(I).

f ⋔ rlp(I)と仮定する。pf ∈ rlp(I)かつ if ∈ cell(I)を満たす分解 f = pf ◦ if をとる。次
の図式を可換にする射 hが存在する。

·
if //

f
��

·
pf

��
·

id
//

h
@@

·

よって、f は I-相対セル複体 if のレトラクトである。

C.2 モデル圏
C.2.1 モデル圏
定義 C.2.1 (モデル圏 [12, 11, 22]). C は完備かつ余完備な圏とする。C 上のモデル構造
とは、三つ組 (W,Fib,Cof)で次を満たすもののことを言う。

(2-out-of-3)

三つの射 f , gおよび g ◦ f のうち二つがW に含まれるならば、残りの一つもW に
含まれる。

(factorization)

(Cof ∩W,Fib)と (Cof,Fib∩W )はC 上の (関手的)弱分解系である。(cf. Definition

??)

W (resp. Fib, Cof)に属する射を弱同値 (weak wquivalence)(resp. 束 (fibration), 余束
(cofibration)).

モデル圏とはモデル構造を備えた完備かつ余完備な圏のことを言う。

注意 C.2.2. 弱分解系 (Cof ∩W,Fib)と (Cof,Fib∩W )が関手的であることを要求するか
どうかは文献による。
注意 C.2.3. W と Fibと Cof は全て C の部分圏である。
モデル圏は次の特徴づけを持つ。(これをモデル圏の定義として採用する文献が多い。)

命題 C.2.4. C は完備かつ余完備な圏とする。射のクラスによる三つ組 (W,Fib,Cof)が
モデル構造であるための必要十分条件は、次の条件を満たすことである。

1. 三つの射 f , gおよび g ◦ f のうち二つがW に含まれるならば、残りの一つもW に
含まれる。

2. W , Fib, Cof はそれぞれレトラクトについて閉じている。
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3. Cof ∩W ⋔ Fibかつ Cof ⋔ Fib∩W である。

4. 任意の射 f に対し、f = pf ◦ if = p′f ◦ i′f なる二つの (関手的)分解で、pf ∈ Fib,

if ∈ Cof ∩W , p′f ∈ Fib∩W , i′f ∈ Cof となるものが存在する。

証明. 必要性は明らか。十分性を示す。次の四つを示せばよい。

• f ⋔ Fib⇒ f ∈ Cof ∩W である。

• f ⋔ Fib∩W ⇒ f ∈ Cof である。

• Cof ∩W ⋔ g ⇒ g ∈ Fibである。

• Cof ⋔ g ⇒ g ∈ Fib∩W である。

証明は全く同様なので、一つ目のみ示す。f ⋔ Fibと仮定する。f = pf ◦ if なる分解で、
pf ∈ Fib, if ∈ Cof ∩W となるものをとる。次の図式がリフト hを持つ。

·
if //

f
��

·
pf

��
·

h

@@�������
·

これは f が if のレトラクトであることを意味する。よって、f ∈ Cof ∩W である。

スライス圏はモデル圏の構造を持つ。

命題 C.2.5. C はモデル圏とし、C 上のモデル構造を (W,Fib,Cof)と表す。Xは C 上の
任意の対象とする。スライス圏 (C /X)からの忘却関手を U : (C /X) → C と表す。この
とき、三つ組 (U−1(W ), U−1(Fib), U−1(Cof))はスライス圏 C /X上のモデル構造である。
同様に、スライス圏 (X/C )もモデル構造を持つ。

証明. モデル圏の特徴づけ (命題 C.2.4)から明らか。

C.2.2 ホモトピー
モデル圏の上ではホモトピー論を展開することができる。まずは基本的な定義をしよう。

定義 C.2.6 (道対象と右ホモトピー). X はモデル圏の対象とする。対角射X → X ×X
を分解する列X → Path(X)→ X ×X が存在したとする。

• X → Path(X)が弱同値の時、対象Path(X)(と上記の分解の組)をXの道対象 (path

object)と呼ぶ。

• X → Path(X)が弱同値かつ Path(X) → X ×X が束の時、対象 Path(X)をX の
良い道対象 (good path object)と呼ぶ。
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• X → Path(X)が非輪状余束かつPath(X)→ X ×Xが束の時、対象Path(X)をX

の非常に良い道対象 (very good path object)と呼ぶ。
f, g : X → Y はモデル圏上の射とする。f から gへの右ホモトピーとは、X から Y の道
対象への射H : X → Path(Y )で、次の図式を可換にするもののことを言う。

Path(Y ) // Y × Y

X

H

OO

f×g

99rrrrrrrrrrr

上記の道対象が良い (resp. 非常に良い)道対象であるとき、右ホモトピーHを良い (resp.

非常に良い)右ホモトピーと言う。f から gへの右ホモトピーが存在するとき、f は gに
右ホモトピックであると言い、f r' gと書く。
例 C.2.7. Xを位相空間とし、[0, 1]は閉区間とする。連続写像の空間X [0,1]にコンパクト
開位相を入れる。各点 x ∈ X に定値写像 t 7→ xを対応させる写像X → X [0,1] は弱同値
であり、各道 c : [0, 1] → X に対し端点 (c(0), c(1))を対応させる写像X [0,1] → X ×X は
Serre束である。これらの合成は対角射X → X ×X に一致する。すなわち、X [0,1]はX

の良い道対象である。
(Cof,Fib∩W )が弱分解系だから、任意の対象は非常に良い道対象を持つ。双対的に次

が定義できる。
定義 C.2.8 (筒対象と左ホモトピー). 余対角射 X

∐
X → X を分解する列 X

∐
X →

Cyl(X)→ X が存在したとする。
• Cyl(X)→ X が弱同値の時、対象 Cyl(X)をX の筒対象 (cylinder object)と呼ぶ。

• Cyl(X)→ X が弱同値かつX
∐
X → Cyl(X)が余束の時、対象 Cyl(X)をX の良

い筒対象 (good cylinder object)と呼ぶ。

• Cyl(X)→ X が非輪状束かつX
∐
X → Cyl(X)が余束の時、対象 Cyl(X)をX の

非常に良い筒対象 (very good cylinder object)と呼ぶ。
f, g : X → Y はモデル圏上の射とする。f から gへの左ホモトピーとは、Xの筒対象から
Y への射H : Cyl(X)→ Y で、次の図式を可換にするもののことを言う。

Cyl(X)
H // Y

X
∐
X

OO

f
∐
g

<<xxxxxxxxx

上記の筒対象が良い (resp. 非常に良い)筒対象であるとき、左ホモトピーHを良い (resp.

非常に良い)左ホモトピーと言う。f から gへの左ホモトピーが存在するとき、f は gに
左ホモトピックであると言い、f l' gと書く。
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例 C.2.9. X を位相空間とし、[0, 1]は閉区間とする。積空間X × [0, 1]には積位相を入れ
る。標準的射影X × [0, 1]→ X は弱ホモトピー同値である。X が CW複体ならば、二つ
の写像 x 7→ (x, 0)と x 7→ (x, 1)の直和X

∐
X → X × [0, 1]は Serre余束であある。これ

らの合成は余対角射X
∐
X → X に一致する。すなわち、X × [0, 1]はX の筒対象であ

り、X が CW複体ならば良い筒対象である。
(Cof ∩W,Fib)が弱分解系だから、任意の対象は非常に良い筒対象を持つ。道対象 (resp.

筒対象)を特殊な対象として定義したが、厳密に言えば対角射 (resp. 余対角射)の分解の
構造を一つ固定して考える。

筒対象と左ホモトピー

道対象と筒対象は双対概念だから、ここからは筒対象についてを主に論じる。まず、筒
対象の圏Cyl(X)を定義しよう。

定義 C.2.10. X はモデル圏 C の対象として、CとDはX の筒対象とする。筒対象の射
f : C → Dとは、圏 C 上の射 f : C → Dであって、次の図式を可換にするもののことで
ある。

C

f

��

��?
??

??
??

?

X
∐
X

;;wwwwwwwww

##G
GG

GG
GG

GG
X

D

??��������

余対角射X
∐
X → Xの分解の圏はスライス圏として実現できるので、命題 C.2.5より

これはモデル圏である。余対角射の分解 aが筒対象であるとは、分解の圏の終対象 1への
ただ一つの射 a→ 1が弱同値になることである。
全ての筒対象は、次の意味で等価である。

命題 C.2.11. X はモデル圏 C の対象とする。

1. X の任意の筒対象Dに対し、良い筒対象 C と射 C → Dが存在する。

2. X の任意の良い筒対象 C に対し、非常に良い筒対象Dと射 C → Dが存在する。

3. Xの任意の良い筒対象Cと任意の非常に良い筒対象Dに対し、射C → Dが存在す
る。(後の命題 C.2.13から、射 C → Dはすべて左ホモトピックである。)

証明. 1.は射X
∐
X → Dを余束と非輪状束に分解すればよい。

2.は射 C → X を余束と非輪状束に分解すればよい。
3.は余束が非輪状束に対し左リフト性質を満たすことから従う。
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命題 C.2.11の 1.より直ちに次がわかる。

命題 C.2.12. f が gに左ホモトピックならば、f から gへの良い左ホモトピーが存在する。

非輪状束に対するリフトは左ホモトピックを除いて一意である。

命題 C.2.13. f : X → Y はモデル圏上の非輪状束とする。二つの射 g̃1, g̃2 : B → X はそ
れぞれ射 g1, g2 : B → Y のリフトとする。i.e. gi = f ◦ g̃i(i = 1, 2)を満たすとする。g1が
g2に左ホモトピックならば、g̃1は g̃2に左ホモトピックである。

証明. g1から g2への良い左ホモトピーH : Cyl(B)→ Y をとる。Bの良い筒対象Cyl(B)

を一つとる。次の図式のリフト H̃ が存在する。

B
∐
B
g̃1

∐
g̃2//

��

X

f

��
Cyl(B)

H̃

<<

H
// Y

H は g̃1から g̃2への左ホモトピーである。よって、g̃1は g̃2に左ホモトピックである。

左ホモトピックの関係によって同値関係を定めたい。まずは次がわかる。

命題 C.2.14. 左ホモトピックの関係は反射律と対称律を満たす。

証明.

反射律
任意の射 f : X → Y をとる。idX : X → X は弱同値なので、分解X

∐
X → X

idX→ X

は筒対象 Cyl(X) = X を定める。よって、f 自身が f から f への左ホモトピーを与える。
対称律
f : X → Y から g : X → Y への左ホモトピーH : Cyl(X)→ Y が存在したとする。左

右を入れ替える同型 φ : X
∐
X → X

∐
X が存在することから、H は gから f への左ホ

モトピーでもある。

特定の条件では推移律も満たされるが、一般には成り立たない。一般には次のように定
義しておく。

定義 C.2.15. モデル圏上の射の同値関係 l∼を次のように定める。

f
l∼ g ⇔

{
有限個の射 f1, · · · , fnが存在し、次を満たす。

f
l' f1

l' · · · l' fn
l' g

同値類の集合を πl(X,Y ) = Hom(X,Y )/ l∼と置く。
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分解が関手的でない場合

モデル圏の任意の射は余束と非輪状束、または非輪状余束と束の合成に分解できる。こ
の分解に関手性を求めるかどうかは文献によるが、この性質を仮定しなくても、他の公理
から弱い形の関手性が導かれる。

命題 C.2.16. モデル圏上の次の可換図式は、iが余束、qが非輪状束とする。

·

��

i // · // ·

��
· // · q // ·

このとき、次の図式を可換にする真ん中の射が存在する。

·

��

i // ·

��

// ·

��
· // · q // ·

さらに、このような射は全て左ホモトピックである。

証明. 射の存在は iが qに対して左リフト性質を持つことから従う。また、命題 C.2.13か
らこのようなリフトは全て左ホモトピックである。

C.2.3 (余)束対象と (余)束置換
モデル圏を考える理由の一つは、ホモトピー圏の間の導来関手を計算できることである。

モデル圏 C のホモトピー圏Ho(C)とは、弱同値のクラスW による局所化 C [W−1]のこ
とである。右導来関手 (resp. 左導来関手)は束置換 (resp. 余束置換)を用いて計算するこ
とができる。ここでは (余)束対象および (余)束置換の基本的な定義と性質を調べる。

定義 C.2.17. C はモデル圏とする。C の終対象 (resp. 始対象)を 1(resp. ∅)と書く。

• 対象X が束対象 (fibrant object)であるとは、ただ一つの射X → 1が束であること
を言う。

• 対象 X の束置換 (fibrant replacement)または束分解 (fibrant resolution)は弱同値
X → X̃ で、終域 X̃ が束対象であるものを言う。

• 対象X が余束対象 (cofibrant object)であるとは、ただ一つの射 ∅ → X が余束であ
ることを言う。

• 対象Xの余束置換 (cofibrant replacement)または余束分解 (cofibrant resolution)は
弱同値 X̂ → X で、終域 X̂ が余束対象であるものを言う。
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例 C.2.18. 任意の位相空間X に対し、ただ一つの射X → 1は Serre束である。よって、
位相空間の圏Top上の通常のモデル構造に対し、任意の位相空間は束対象である。また、
CW複体は余束対象でもある。
例 C.2.19. 任意の単体的集合Xに対し、ただ一つの射 ∅ → Xは単射である。よって、単
体的集合の圏 sSet上の通常のモデル構造に対し、任意の単体的集合は余束対象である。
また、sSet上の束対象のことをKan複体と呼ぶ。
モデル圏 C に対し、C の束対象全体からなる充満部分圏を Cf と書き、C の余束対象全

体からなる充満部分圏を Ccと書く。さらに C の束対象かつ余束対象である対象全体から
なる充満部分圏を Cfcと書く。

余束対象とホモトピー

束対象と余束対象は双対概念だから、ここからは余束対象についてを主に論じる。まず
は左ホモトピーとの関係を調べる。

命題 C.2.20. X をモデル圏上の余束対象とする。

1. 任意の対象 Y に対し、標準的な入射 Y → X
∐
Y は余束である。特に、X と Y が

共に余束対象ならばX
∐
Y も余束対象である。

2. Cyl(X)をXの良い筒対象とする。標準的な (二つの)入射X → X
∐
XとX

∐
X →

Cyl(X)の合成は非輪状余束である。

3. X を始域とする射の関係 l'は推移律を満たす。(すなわち l'は同値関係である。)

4. 任意の非輪状束 f : Y → Z が導く左ホモトピー類の間の写像 f∗ : πl(X,Y ) →
πl(X,Z)は全単射である。

5. X を終域とする任意の非輪状束 f は分裂全射である。さらに、f の任意の右逆射を
iとすると、i ◦ f は idX に左ホモトピックである。

証明. 1.は次の図式が押し出しであることから従う。

∅ //

��

Y

��
X // X

∐
Y

2.を示す。まずX → Cyl(X)が余束であることは 1.から従う。さらに、X → Cyl(X)

は弱同値 Cyl(X)→ X の右逆射だから、これは弱同値である。よってX → Cyl(X)は非
輪状余束である。
3.を示す。f l' gかつ g

l' hと仮定する。f から gへの良い左ホモトピーH : C → ·、
および gから hへの左ホモトピーH ′ : D → ·をとる。C はX の良い筒対象である。第
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k入射X → X
∐
X(k = 1, 2)を ik と書く。i2 とX

∐
X → C の合成を j と書き、i1 と

X
∐
X → Dの合成を j′と書く。次の図式が押し出しであるように対象Eをとる。

X
j //

j′

��

C

��
D // E

2.より jは非輪状余束だから、D → Eも非輪状余束である。よって自然に弱同値E → X

が導かれ、これによってEはX の筒対象となる。次の図式が可換である。

X
j //

j′

��

g

  @
@@

@@
@@

@@
C

H

��
D

H′
// ·

よって、次の図式を可換とするH ′′ : E → ·がただ一つ存在する。

C //

H   A
AA

AA
AA

A E

H′′

��

Doo

H′
~~}}
}}
}}
}}

·

このH ′′は f から hへの左ホモトピーである。
4.は命題 C.2.13より次の図式が (左ホモトピーによる同値を除いて)一意的なリフトを

持つことから明らか。
∅ //

��

Y

f

��
X // Z

5.は 4.でX = Z とすればよい。

次に右ホモトピーとの関係を調べる。

命題 C.2.21. X をモデル圏上の余束対象とする。

1. X を始域とする二つの射 f, g : X → Y に対し、f l' gならば f
r' gである。

2. X を始域とする二つの射 f, g : X → Y に対し、f r' gならば f から gへの非常に良
い右ホモトピーが存在する。

3. 任意の射 f : Y → Z は右ホモトピー類の間の写像 f∗ : π
r(X,Y ) → πr(X,Z); [g] 7→

[f ◦ g]を導く。(i.e. well-definedである。)

4. πr(Y, Z)× πr(X,Y )→ πr(X,Z); ([f ], [g]) 7→ [f ◦ g]は well-definedである。
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証明. 1. を示す。f l' g(f, g : X → Y ) と仮定する。f から g への良い左ホモトピー
H : Cyl(X)→ Y をとり、良い筒対象Cyl(X)を定める分解をX

∐
X

j1
∐
j2→ Cyl(X)

p→ X

と表す。また、Y の良い道対象 Path(Y )をとる。命題 C.2.20の 2.より、次の図式はリフ
ト kを持つ。

X
f //

j1

��

Y // Path(Y )

��
Cyl(X)

(f◦p)×H
//

k
55

Y × Y

k ◦ j2は f から gへの右ホモトピーである。よって f
r' gである。

2.を示す。f r' g(f, g : X → Y )と仮定する。fから gへの良い右ホモトピーH : X → P

をとる。弱同値 Y → P の分解 Y
i→ Q

p→ P で iが非輪状余束、pが非輪状束となるもの
をとる。Qは Y の非常に良い道対象である。次の図式はリフトH ′を持つ。

∅ //

��

Q

f
��

X
H

//

H′
??

P

H ′は f から gへの非常に良い右ホモトピーである。
3.を示す。g r' h(g, h : X → Y )と仮定する。2.より、gから hへの非常に良い右ホモ

トピーH : X → Path(Y )が存在する。Zの良い道対象 Path(Z)をとると、次の図式を可
換にする射 Path(Y )→ Path(Z)が存在する。

Y //

f

��

Path(Y ) //

��

Y × Y

f×f
��

Z // Path(Z) // Z × Z

これをH に合成すれば、f ◦ gから f ◦ hへの非常に良い右ホモトピーが得られる。よっ
て f ◦ g r' f ◦ hである。以上より、f∗は well-definedである。
4.を示す。f r' f ′(f, f ′ : Y → Z)かつ g

r' g′(g, g′ : X → Y )と仮定する。このとき、
f ◦ g r' f ◦ g′ r' f ′ ◦ g′である。よって ([f ], [g]) 7→ [f ◦ g]は well-definedである。

最後に、余束対象と束対象を組み合わせた場合について調べる。
命題 C.2.22. 1. X をモデル圏上の余束対象とし、Y を束対象とする。二つの射 f, g :

X → Y に対し、f l' g ⇔ f
r' gである。(このとき、f l' gならば単に f ' gと

書く。)

2. X と Y をモデル圏上の束対象かつ余束対象である対象とする。射 f : X → Y が
弱同値であるための必要十分条件は、射 i : Y → X が存在して i ◦ f ' idX かつ
f ◦ i ' idY を満たすことである。(このような iを f のホモトピー逆射と呼ぶ。)
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証明. 1.は命題 C.2.21の 1.より明らか。
2.は命題 C.2.20の 5.より明らか。

C.2.4 ホモトピー圏
C をモデル圏とする。命題 C.2.21の 4.より、圏 πrCcが次のように定まる。
• 圏 πrCcの対象はモデル圏 C の余束対象である。
• 圏 πrCcの射はモデル圏 C の射の右ホモトピー類である。

双対的に、圏 πlCf が次のように定まる。
• 圏 πlCf の対象はモデル圏 C の束対象である。
• 圏 πlCf の射はモデル圏 C の射の左ホモトピー類である。

さらに、圏 πCfcが次のように定まる。
• 圏 πCfcの対象はモデル圏 C の束対象かつ余束対象である対象である。
• 圏 πCfcの射はモデル圏 C の射のホモトピー類である。

πCfcは πrCcの充満部分圏であり、πlCf の充満部分圏でもある。これから、圏 πCfcが C

の弱同値のクラスによる局所化に一致することを示す。
関手 P : C → πrCcを次のように定義する。まず、C の各対象X に対し、始対象から

の唯一の射 ∅ → X の余束と非輪状束による分解 ∅ → P (X)→ X を一つ選んで固定する。
C 上の射 f : X → Y に対し、命題 C.2.16より次の図式を可換にする射 P (X)→ P (Y )が
存在する。

P (X)

��

// X

f

��
P (Y ) // Y

命題 C.2.16よりこの射 P (X)→ P (Y )は左ホモトピーによる同値関係を除いて一意であ
る。命題 C.2.21より右ホモトピーによる同値関係を除いて一意である。よって、この射
P (X)→ P (Y )の右ホモトピー類を P (f)と定めると、関手 P : C → πrCcはwell-defined

である。
関手 Q : πrCc → πCfc を次のように定義する。まず、C の各対象 X に対し、終対象

への唯一の射 X → 1の非輪状余束と束による分解 X → Q(X) → 1を一つ選んで固定
する。C 上の射 f : X → Y に対し、命題 C.2.16(の双対)より次の図式を可換にする射
Q(X)→ Q(Y )が存在する。

X

f

��

// Q(X)

��
Y // Q(Y )
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X と Y が余束対象の時、この射Q(X)→ Q(Y )のホモトピー類をQ([f ])と定義すること
によって関手Q : πrCc → πCfcを定義したい。

補題 C.2.23. 上記の関手Qは well-definedである。

証明. X が余束対象であることから、命題 C.2.21の 3.より Y → Q(Y )は右ホモトピー
類の間の写像 πr(X,Y ) → πr(X,Q(Y ))を導く。Q(Y )が束対象であることから、命題
C.2.20の 4.(の双対)よりX → Q(X)は右ホモトピー類の間の全単射 πr(Q(X), Q(Y ))→
πr(X,Q(Y ))を導く。対応 [f ] 7→ Q([f ])は πr(X,Y ) → πr(X,Q(Y )) ∼= πr(Q(X), Q(Y ))

に一致する。特に well-definedである。

同様に、関手Q′ : C → πlCf と P ′ : πlCf → πCfcが定義できる。
命題 C.2.20の 4.より、関手Q : πrCc → πCfcは包含関手U : πCfc → πrCcの右随伴で

ある。関手QP : C → πCfcは次の性質を持つ。

命題 C.2.24. C 上の射 f が弱同値であるための必要十分条件はQP (f)が同型射であるこ
とである。

証明.
f が弱同値である ⇔ P (f)が弱同値の右ホモトピー類である

⇔ QP (f)が弱同値のホモトピー類である
⇔ QP (f)が同型射である。

関手 QP : C → πCfcが弱同値のクラスに対する局所化を与えることを示そう。まず、
局所化には次の十分条件が存在する。

補題 C.2.25. C とD は圏とし、Iso(D)はD の同型射全体からなる部分圏とする。関手
F : C → D が次を満たすとする。

• F は本質的全射である。

• F が導く射の圏の間の関手Mor(F ) : Mor(C )→ Mor(D)は本質的全射である。

このとき、D は C の F−1(Iso(D))に対する局所化である。i.e. 次の普遍性を満たす。

• C 上の射 f に対し、f ∈ F−1(Iso(D))ならば F (f)は同型射である。

• 関手 G : C → E について、f ∈ F−1(Iso(D))ならば G(f)が同型射であるとする。
このとき、次の図式を (自然同型を除いて)可換にする関手 Ĝ : D → E が (自然同型
を除いて)一意に存在する。

C

G   @
@@

@@
@@

@
F // D

Ĝ
��

E
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証明. 関手G : C → E について、f ∈ F−1(Iso(D))ならばG(f)が同型射であるとする。
条件を満たす関手 Ĝ : D → E が存在したとする。D の各対象 dに対し、C の対象 cdが存
在し、d ∼= F (cd)である。このとき Ĝ(d) ∼= Ĝ(F (cd)) ∼= G(cd)である。よって、このよう
な関手 Ĝは自然同型を除いて一意である。
次に関手 Ĝの存在を示す。D の各対象 dに対し、d ∼= F (c)を満たす C の対象 cdを一

つとり、G(cd)を Ĝ(d)として定める。D 上の各射 f : d → d′に対し、f ∼= F (gf )を満た
すC 上の射 gf : cd → cd′ を一つとり、G(gf )を Ĝ(f)として定める。関手 Ĝは条件を満た
す。

これを用いると、直ちに次が得られる。

定理 C.2.26. 関手QP : C → πCfcは C の弱同値のクラスによる局所化を与える。

証明. 補題 C.2.25の条件を確かめればよい。これは簡単にわかる。

C の弱同値のクラスによる局所化をHo(C )と書く。すなわち、Ho(C ) ' πCfcとして
計算出来る。

C.2.5 導来関手
本節では導来関手の一般論を、モデル圏の文脈で論ずる。

定義 C.2.27. C と D はモデル圏とする。関手 F : C → D の全右 (resp. 左)導来関手
Ho(C )→ Ho(D)とは、C

F→ D → Ho(D)の C → Ho(C )に沿った左 (resp. 右)Kan拡
張のことである。F の全右導来関手を RF と書き、F の全左導来関手を LF と書く。

導来関手は簡単な条件から計算できる。

補題 C.2.28. C をモデル圏、E は一般の圏とする。関手 F : C → E について、F が余束
対象の間の非輪状余束を同型に移す時、F の C → Ho(C )に沿った右Kan拡張が存在す
る。さらにこれは絶対右Kan拡張である。

証明. 関手F ′ : πrCc → E をF ′([f ]) = F (f)によって定めたい。F ′がwell-definedである
ことを確かめる。f, g : X → Y をC 上の余束対象の間の射とする。f r' gと仮定する。命
題 C.2.21の 2.より、f から gへの非常に良い右ホモトピーH : X → Path(Y )がとれる。

X

H
��

f

{{vv
vv
vv
vv
vv g

$$H
HH

HH
HH

HH
H Y

��vv
vv
vv
vv
vv

vv
vv
vv
vv
vv

HH
HH

HH
HH

HH

HH
HH

HH
HH

HH

Y Path(Y )q1
oo

q2
// Y Y Path(Y )q1

oo
q2

// Y
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上の図式を関手 F で移すと、次の図式が得られる。

F (X)

F (H)

��

F (f)

xxqqq
qqq

qqq
q

F (g)

&&MM
MMM

MMM
MM

F (Y )

∼=
��qqq

qqq
qqq

q

qqq
qqq

qqq
q

MMM
MMM

MMM
M

MMM
MMM

MMM
M

F (Y ) F (Path(Y ))
F (q1)
oo

F (q2)
// F (Y ) F (Y ) F (Path(Y ))

F (q1)
oo

F (q2)
// F (Y )

関手 F は非輪状余束 Y → Path(Y )を同型へ移すので、F (q1) = F (q2)が得られる。よっ
て、F (f) = F (H)◦F (q1) = F (H)◦F (q2) = F (g)である。以上より関手F ′はwell-defined

である。
次に、F ′が F の P : C → πrCcに沿った右Kan拡張であることを示す。まず、標準的

な非輪状束 P (X)→ X の族は自然変換 εX : F ′(P (X))→ F (X)を導く。命題 ??の 5.よ
り、X が余束対象ならば εX は同型であることは直ちにわかる。この εが普遍性を持つこ
とを示す。関手G : πrCc → E および自然変換 µ : GP → F が存在したとする。まず、自
然変換 µ̂ : G → F ′が存在し、ε ◦ P ∗(µ̂) = µを満たすと仮定する。任意の余束対象X に
対し、標準的な非輪状束 P (X)→ Xは圏 πrCc上で同型射である。µ̂の自然性より、圏 E

上で次の可換図式を導く。
G(P (X))

µ̂P (X)

��

∼= // G(X)

µ̂X
��

F ′(P (X))
∼= // F ′(X)

つまり、µ̂X は µ̂P (X)(= ε−1X ◦ µX)によって決定される。すなわち µ̂X はX のみによって
決定されるので、このような µ̂は存在すれば一意である。逆に、次の図式で µ̂X を定義す
れば ε ◦ P ∗(µ̂) = µを満たす自然変換 µ̂が構成できる。

G(P (X))

��

∼= //

µX

&&

G(X)

µ̂X
��

F ′(P (X))
∼= //

ϵX∼=
��

F ′(X)

F (X)

以上より、F ′ が F の P に沿った右 Kan拡張であることが示された。また、任意の関手
S : E → E ′に対し、SF ′および S∗(ε)は SF に対して上記の F ′と εの構成をそのままな
ぞったものである。特に SF ′は SF の P に沿った右Kan拡張である。これは F ′が F の
P に沿った絶対右Kan拡張であることを意味する。
関手F ′′ : πCfc → E を、F ′の πCfcへの制限として定める。F ′′がF ′のQに沿った絶対

右Kan拡張であることを示す。任意の余束対象Xに対し、標準的な非輪状余束X → Q(X)

は自然同型 F ′(X) → F ′′(Q(X))を導く。この同型の逆射を ε′ : F ′′Q → F ′と置く。この
ε′が普遍性を持つことを示す。関手G : πCfc → E および自然変換 µ : GQ→ F ′が存在し
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たとする。まず、自然変換 µ̂ : G→ F ′′が存在し、ε′ ◦Q∗(µ̂) = µを満たすと仮定する。束
対象かつ余束対象である任意の対象Xに対し、標準的な非輪状余束X → Q(X)は圏 πCfc
上で同型射である。µ̂の自然性より、圏 E 上で次の可換図式を導く。

G(X)

µ̂X
��

∼= // G(Q(X))

µ̂Q(X)

��
F ′′(X)

∼= // F ′′(Q(X))

つまり、µ̂X は µ̂Q(X)(= (ε′)−1X ◦ µX)によって決定される。すなわち µ̂X はX のみによっ
て決定されるので、このような µ̂は存在すれば一意である。逆に、次の図式で µ̂X を定義
すれば ε′ ◦Q∗(µ̂) = µを満たす自然変換 µ̂が構成できる。

G(X)

µ̂X
��

∼= // G(Q(X))

��
µX

xx

F ′′(X)
∼= // F ′′(Q(X))

(ϵ′)X∼=
��

F ′(X)

以上より、F ′′がF ′のQに沿った右Kan拡張であることが示された。これが絶対右Kan拡
張であることも先ほどと同様にわかる。絶対右Kan拡張の絶対右Kan拡張は絶対右Kan

拡張だから、F ′′は F のQP に沿った絶対右Kan拡張である。

系 C.2.29. C とD はモデル圏とする。関手 F : C → D について、F が余束対象の間の
非輪状余束を弱同値に移す時、F の全左導来関手が存在する。さらにこれは絶対右Kan拡
張である。

証明. 補題 C.2.28より明らか。

C.2.6 Quillen随伴とQuillen同値
本節ではモデル圏の間の射を定義する。

補題 C.2.30. C と D はモデル圏とする。随伴 F a G : C → D に対し、以下は同値で
ある。

• F が余束と非輪状余束を保つ。

• Gが束と非輪状束を保つ。

• F が余束を保ち、Gが束を保つ。
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• F が非輪状余束を保ち、Gが非輪状束を保つ。
証明. 命題 C.1.8より明らか。

定義 C.2.31. 上記の条件を満たす随伴 F a GをQuillen随伴と呼ぶ。このとき、F を左
Quillen関手と呼び、Gを右Quillen関手と呼ぶ。
Quillen随伴の性質を調べよう。まず、左Quillen関手は全左導来関手を持つ。(双対的

に、右Quillen関手は全右導来関手を持つ。)

命題 C.2.32. モデル圏の間の Quillen随伴 F a G : C → D について、F は全左導来関
手 LF を持つ。LF は絶対右Kan拡張である。双対的に、Gは全右導来関手 RGを持つ。
RGは絶対左Kan拡張である。
証明. 系 C.2.29より明らか。

Quillen関手の場合、導来関手はもう少し綺麗に計算できる。これは次の性質によるも
のである。
補題 C.2.33. モデル圏の間のQuillen随伴 F a G : C → D について、次が成り立つ。

1. F は余束対象を保つ。双対的に、Gは束対象を保つ。
2. F は余束対象の間の弱同値を保つ。双対的に、Gは束対象の間の弱同値を保つ。
3. F は余束対象の非常に良い道対象を道対象へ移す。
4. F は関手 F ′ : πrCc → πrDc; [f ] 7→ [F (f)]を導く。(i.e. well-definedである。) 双対
的に、Gは関手G′ : πlDf → πlCf を導く。

5. 上記の関手 F ′は PDF : C → πrDcの PC : C → πrCcに沿った絶対右 Kan拡張で
ある。双対的に、関手 G′はQ′CG : D → πlCf のQ′D : D → πlDf に沿った絶対左
Kan拡張である。

6. QDF
′UはQDF

′のQC に沿った絶対右Kan拡張である。双対的に、P ′CG′UはP ′CG
′

の P ′D に沿った絶対左Kan拡張である。
証明. 1.は F が始対象と余束を保つことから明らか。
2.を示す。f : X → Y は C 上の余束対象の間の弱同値とする。f∐ idY : X

∐
Y → Y

の分解 f
∐
idY = p ◦ iで、pが非輪状束かつ iが余束であるものをとる。(これは f の “写

像錐 (mapping cone)”の構成である。) このとき、次の図式を考える。
X //

'
##G

GG
GG

GG
GG

G

f

''

X
∐
Y

i
��

Yoo

'
{{ww
ww
ww
ww
ww

idY

ww

·
p'
��
Y



C.2. モデル圏 123

X と Y が余束対象であることから、命題 C.2.20の 1.より、X → ·と Y → ·は余束であ
る。これらは弱同値でもあるので、X → ·と Y → ·は非輪状余束である。F は非輪状余
束を保つから、F (X)→ F (·)と F (Y )→ F (·)は非輪状余束である。上の図式を関手 F で
移すと、次の図式が得られる。

F (X)

' ##H
HH

HH
HH

HH

F (f)

%%

F (Y )

'{{vvv
vv
vv
vv

idF (Y )

yy

F (·)

��
F (Y )

よって F (f)は弱同値である。
3.は F が非輪状余束を保つことから明らか。
4.は 3.と命題 C.2.21の 2.より明らか。
5.と 6.は補題 C.2.28と全く同様である。

この性質を用いて、左Quillen関手 F : C → D の全左導来関手 LF : Ho(C )→ Ho(D)

を計算してみよう。次の図式を考える。

πCfc
Q2F ′U// πDfc

πrCc

Q1

OO

F ′
//

⇒ ν′′

πrDc

Q2

OO

C

P1

OO

F //

⇒ ν′

D

P2

OO

Q2F
′U はQ2F

′のQ1に沿った絶対右Kan拡張である。絶対右Kan拡張の絶対右Kan拡
張は絶対右 Kan拡張だから、F ′U は F の QP に沿った絶対右 Kan拡張である。すなわ
ち、関手Q2F

′U : πCfc → πDfcが F の全左導来関手である。
右 Kan拡張 F ′ に付随する普遍射 ν ′ は標準的な非輪状束 P (X) → X によって導かれ

る射 (ν ′)X : F ′(P1(X))
∼=← P2(F

′(P1(X))) → P2(F (X))の集まりである。Q2F
′のQ1に

沿った右Kan拡張Q2F
′U に付随する普遍射を ν ′′は標準的な非輪状余束X → Q1(X)に

よって導かれる射 (ν ′′)X : Q2(F
′(U(Q1(X))))

∼=← Q2(F
′(X))の集まりである。

よって、F の全左導来関手 LF に付随する普遍射 νは ν ′と ν ′′を合成して得られる。具
体的には、

ν = (Q2)∗(ν
′) ◦ P ∗1 (ν ′′) : LFQ1P1 → Q2P2F
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と表せる。(下図を参照。)

LF (Q1(P1(X)))

ν

%%

Q2(F
′(U(Q1(P1(X)))))

P ∗
1 (ν

′′)
��

Q2(F
′(P1(X)))

∼=

OO

(Q2)∗(ν′)

22Q2(P2(F
′(P1(X)))) //

∼=oo Q2(P2(F (X)))

双対的に、右Quillen関手G : D → C の全右導来関手RGに付随する普遍射µ : P ′1Q
′
1G→

RGP ′2Q′2は下図のように分解できる。

RG(P ′1(Q′1(X))) P ′2(G
′(U(P ′1(Q

′
1(X)))))

∼=
��

P ′2(G
′(Q′1(X)))

∼= // P ′2(Q
′
2(G

′(Q′1(X)))) P ′2(Q
′
2(G(X)))

µtt

oo

ただし、U は適切な包含関手である。図式を丁寧に追えば、ν は余束置換 P (X) → X を
F で送った射と同型であり、µは束置換X → Q(X)をGで送った射と同型であることが
わかる。特に、次が成り立つ。

補題 C.2.34. C 上の任意の余束対象X に対し、νX は同型である。双対的に、D 上の任
意の束対象X に対し、µX は同型である。

証明. C 上の任意の余束対象Xに対し、P1(X)→ Xは余束対象の間の弱同値である。補題
C.2.33の2.より、FP1(X)→ F (X)はD上で弱同値である。よってQ2(P2(F

′(P1(X))))→
Q2(P2(F (X)))は同型である。よって、νX は同型である。

導来随伴

Quillen随伴の全道来関手はホモトピー圏の間に随伴を導く。これは次の命題から従う。

命題 C.2.35. F a G : C → D は一般の圏の間の随伴とする。また、S : C → Ĉ と
T : D → D̂ は関手とする。TF の S に沿った絶対右 Kan拡張 F̂ : Ĉ → D̂ および SGの
T に沿った絶対左Kan拡張 Ĝ : D̂ → Ĉ が存在した時、随伴 F̂ a Ĝ : Ĉ → D̂ が存在する。

証明. F̂ はTF のSに沿った絶対右Kan拡張だから、任意の関手 K̂ : Ĉ → E と L̂ : D̂ → E

に対し、次の同型
Nat(K̂S, L̂TF ) ∼= Nat(K̂, L̂F̂ )

を得る。Ĝは SGの T に沿った絶対左Kan拡張だから、任意の関手 K̂と L̂に対し、次の
同型

Nat(K̂SG, L̂T ) ∼= Nat(K̂Ĝ, L̂)
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を得る。F がGの左随伴であることは、F が IdのGに沿った絶対右Kan拡張であるこ
とを意味する。よって、任意の関手K : C → E と L : D → E に対し、次の同型

Nat(KG,L) ∼= Nat(K,LF )

を得る。特にK = K̂Sかつ L = L̂T の時、次の同型

Nat(K̂Ĝ, L̂) ∼= Nat(K̂SG, L̂T )
∼= Nat(K̂S, L̂TF )
∼= Nat(K̂, L̂F̂ )

を得る。これは F̂ が Idの Ĝに沿った絶対右Kan拡張であることを意味する。すなわち、
F̂ は Ĝの左随伴である。

直ちに次が従う。

補題 C.2.36. モデル圏の間の Quillen随伴 F a G : C → D に対し、随伴 LF a RG :

Ho(C )→ Ho(D)が存在する。

証明. 命題 C.2.32と命題 C.2.35より明らか。

定義 C.2.37. 上記の随伴 LF a RGをQuillen随伴 F a Gの導来随伴と呼ぶ。

導来随伴の単位射 η̂ : IdHo(C ) → RGLF を計算してみよう。(余単位射も双対的に計算
できる。) 導来随伴 LF a RGは同型Nat(K̂RG, L̂) ∼= Nat(K̂, L̂LF )によって特徴づけら
れている。特に、K̂ = Idかつ L̂ = RGのとき、同型Nat(RG,RG) ∼= Nat(Id,RGLF )を
得る。この同型による idRGの像が単位射 η̂である。これを計算する。命題 C.2.35の構成
を思い出すと、K̂ = Idかつ L̂ = RGのとき、次の同型

Nat(RG,RG) ∼= Nat(SG,RGT )
∼= Nat(S,RGTF )
∼= Nat(Id,RGLF )

を得る。ただし、関手 S : C → Ho(C )および T : D → Ho(D)は局所化を与える関手で
ある。最初の同型による idRGの像は、左Kan拡張RGに付随する普遍射 µ : SG→ RGT
に同値である。二つ目の同型は、SGが Sの F に沿った左Kan拡張であることから得ら
れる。随伴 F a Gの単位射を η : IdC → GF と表すと、二つ目の同型による µの像は
F ∗(µ) ◦ S∗(η)と表せる。これを η′と置く。最後に、右Kan拡張 LF に付随する普遍射を
ν : LFS → TF とすると、最後の同型による η′の像 η̂は η′ = RG∗(ν) ◦ S∗(η̂)によって特
徴づけられる。特に、C 上の束対象かつ余束対象である任意の対象X に対し次の図式が
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得られる。

Q1(P1(X))

Q1(P1(ηX))

��

Q1(P1(X))

η̂Q1(P1(X))

��

P1(X)

η̂P1(X)

��

' //'oo X

η̂X

��
Q1(P1(G(F (X))))

µF (X)

��

RG(LF (Q1(P1(X))))

RG(νX)'
��

RG(LF (P1(X)))
' //'oo RG(LF (X))

RG(Q2(P2(F (X)))) RG(Q2(P2(F (X))))

ただし、RG(νX)は補題 C.2.34より同型である。Ho(C )上でQ1(P1(ηX))は ηX と同型で
ある。先ほど計算したように、µF (X)は F (X)の束置換をGで送ったものと同型である。
以上より、次が得られる。

命題 C.2.38. Quillen随伴 F a Gの単位射を ηとし、導来随伴 LF a RGの単位射を η̂と
する。C 上の束対象かつ余束対象である任意の対象X に対し、束置換 ι : F (X)→ F̃ (X)

をとると、η̂X は合成射X
ηX→ G(F (X))

G(ι)→ G(F̃ (X))と同型である。

Quillen同値

モデル圏の間の同値関係を定義する。

補題 C.2.39. C とD はモデル圏とする。C 上の弱同値のクラスをW とし、D 上の弱同
値のクラスをW ′とする。Quillen随伴 F a G : C → D に対し、以下は同値である。

1. C 上の余束対象X とD 上の束対象 Y に対し、随伴D(F (X), Y ) ∼= C (X,G(Y ))は
同型W ′(F (X), Y ) ∼= W (X,G(Y ))を導く。(すなわち、上記のX と Y に対し、射
F (X) → Y が弱同値であるとき、かつそのときに限り、随伴によって対応する射
X → G(Y )が弱同値である。)

2. C 上の余束対象 X と D 上の束対象 Y、および束置換 F (X) → F̃ (X)と余束置換
Ĝ(Y ) → G(Y )に対し、二つの合成射X → G(F (X)) → G(F̃ (X))と F (Ĝ(Y )) →
F (G(Y ))→ Y は弱同値である。

3. LF a RGは圏同値Ho(C ) ' Ho(D)である。

証明. 1. ⇒ 2.を示す。Y についての証明は全く同様なので、X についてのみ示す。これ
は、随伴の同型によって射X → G(F̃ (X))と F (X)→ F̃ (X)が対応することから明らか。
2. ⇒ 1.を示す。C 上の余束対象X と D 上の束対象 Y をとる。射 f : F (X) → Y が

弱同値であると仮定し、随伴によって f と対応する射 f̂ : X → G(Y )が弱同値であるこ
とを示す。(f̂ が弱同値であると仮定すると、双対的に f が弱同値であることを示せる。)
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F (X)の束置換 F (X)→ F̃ (X)で非輪状余束であるものをとる。Y が束対象であることか
ら次のリフト gが存在する。

F (X)

��

f // Y

��
F̃ (X) //

g
==

1

f が弱同値であることから、gも弱同値でる。また、次の図式は可換である。

X //

f̂

))

' ##G
GG

GG
GG

GG
G(F (X))

��

G(f)
// G(Y )

G(F̃ (X))

G(g)

::tttttttt

g は束対象の間の弱同値だから、補題 C.2.33の 2.より、G(g)も弱同値である。2.より
X → G(F̃ (X))は弱同値である。よって f̂ が弱同値であることが示された。
2. ⇒ 3.は命題 C.2.38より明らか。
3. ⇒ 2.を示す。3.より、2.の条件はXと Y が束対象かつ余束対象であれば成り立つ。

一般のX と Y に対して 2.が成り立つことを示す。Y についての証明は全く同様なので、
X についてのみ示す。X の束置換X → X ′で非輪状余束であるものをとる。次の図式は
可換である。

X ′

��
'

��

X
'oo

��
G(F (X ′))

��

G(F (X))oo

��

F (X ′)

'
��

F (X)
'oo

'
��

G(F̃ (X ′)) G(F̃ (X))oo F̃ (X ′) F̃ (X)oo

F は非輪状余束を保つので、F (X)→ F (X ′)は弱同値である。よって F̃ (X)→ F̃ (X ′)は
束対象の間の弱同値である。よって補題 C.2.33の 2.より、G(F̃ (X)) → G(F̃ (X ′))は弱
同値である。よってX → G(F̃ (X))は弱同値である。

定義 C.2.40. 上記の条件を満たすQuillen随伴 F a GをQuillen同値と呼ぶ。
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C.2.7 ホモトピー極限

C.3 余束生成モデル圏
モデル圏の公理は非常に便利だが、与えられた圏がモデル構造を持つことを示すのは一

般には難しい。しかし、例えば位相空間の圏では、∆n → ∆n × [0, 1]に対して右リフト性
質を持つものとして Serre束が定義され、∂∆n → ∆nを貼り合わせて得られる相対セル複
体のレトラクトを余束とすることでモデル構造が得られるのであった。すなわち、本質的
にはこれらの写像の集合が位相空間の圏のモデル構造を決定しているのである。本節では
このような構成を一般化するため、余束生成モデル圏を定義する。さらに、ある写像の集
合が余束生成モデル構造を生成するための必要十分条件を示す。次に、このような構成の
簡単な応用として、余束生成モデル構造の推移定理を示す。

C.3.1 余束生成モデル圏
まずは余束生成モデル圏を定義する。

定義 C.3.1 (余束生成モデル圏). モデル圏 C のモデル構造が余束生成 (cofibrantly gener-

ated)であるとは、C 上の射の集合 I と J が存在し、次を満たすことである。

• C 上の余束のクラスは、I-相対セル複体のレトラクトのクラスに一致する。

• C 上の非輪状余束のクラスは、J-相対セル複体のレトラクトのクラスに一致する。

• I と J は共に小対象引数を許容する。

このとき、I が余束を生成すると言い、J が非輪状余束を生成すると言う。

射のクラス Iに対し、I-相対セル複体のレトラクトのクラスをCof(I)と表す。rlp(I)と
は I に対して右リフト性質を持つ射全体のクラスであった (cf. 定義 C.1.5)ことを思い出
そう。射の集合 Iと J が与えられた時、これらが余束生成モデル圏を生成するための必要
十分条件は、次の定理で与えられる。

定理 C.3.2 (認識定理 (Recognition Theorem)). C を圏とし、W はC 上の射のクラス、I
と J は C 上の射の集合とする。I が余束を、J が非輪状余束を生成し、W を弱同値のク
ラスとする C 上の余束生成モデル構造が存在するための必要十分条件は、次を満たすこ
とである。

1. Cof(J) ⊂ Cof(I) ∩W である。

2. rlp(I) ⊂ rlp(J) ∩W である。

3. 上記の二つの包含のうち、片方について逆の包含が成り立つ。すなわち、次のいず
れかが成り立つ。
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(a) Cof(J) ⊃ Cof(I) ∩W である。
(b) rlp(I) ⊃ rlp(J) ∩W である。

4. 三つの射 f , gおよび g ◦ f のうち二つがW に含まれるならば、残りの一つもW に
含まれる。

5. I と J は小対象引数を許容する。

証明. 条件 5.と命題 C.1.28より、(Cof(I), rlp(I))と (Cof(J), rlp(J))は弱分解系である。
次を示す。

1. Cof(J) = Cof(I) ∩W である。

2. rlp(I) = rlp(J) ∩W である。

条件 1.と 2.と 3.より、どちらかは既に満たされている。証明は全く同様なので、Cof(J) =
Cof(I) ∩ W であると仮定し、rlp(I) = rlp(J) ∩ W であることを示す。条件 2. より、
rlp(I) ⊂ rlp(J) ∩W である。あとは rlp(I) ⊃ rlp(J) ∩W であることを示せばよい。任意
に f ∈ rlp(J)∩W をとる。(Cof(I), rlp(I))が弱分解系であることから、f = p◦ iなる分解
で i ∈ Cof(I)かつ p ∈ rlp(I)を満たすものが存在する。rlp(I) ⊂ rlp(J)∩W より、p ∈W
である。f ∈W であることと条件 4.より、i ∈W である。よって、Cof(J) = Cof(I)∩W
であることより、i ∈ Cof(J)である。よって次の図式はリフト gを持つ。

·
i
��

·
f

��
· p

//

g
@@

·

これは f が pのレトラクトであることを意味する。よって、f ∈ rlp(I)である。
以上より、Cof = Cof(I)および Fib = rlp(J)とすれば、(W,Fib,Cof)が求めるモデル

構造である。

C.3.2 推移定理
余束生成モデル構造は随伴によって容易に推移する。この時、与えられた随伴はQuillen

随伴の典型的な例である。これを示そう。

定理 C.3.3. C は射の集合 I が余束を、J が非輪状余束を生成する余束生成モデル圏の構
造を持つとする。W は C の弱同値のクラスとする。一般の圏D と随伴 F a G : C → D

に対し、次を満たすと仮定する。

1. F (I)と F (J)は小対象引数を許容する。

2. cell(F (J)) ⊂ G−1(W )である。
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このとき、D 上の余束生成モデル構造であって、G−1(W )を弱同値のクラスとして、集
合 F (I)が余束を、F (J)が非輪状余束を生成するものが存在する。さらにこのとき、随伴
F a GはQuillen随伴である。

証明. 定理 C.3.2を応用するため、次を示す。

(1) Cof(F (J)) ⊂ Cof(F (I)) ∩G−1(W )である。

(2) rlp(F (I)) = rlp(F (J)) ∩G−1(W )である。

(3) 三つの射 f , gおよび g ◦ f のうち二つが G−1(W )に含まれるならば、残りの一つも
G−1(W )に含まれる。

(4) F (I)と F (J)は小対象引数を許容する。

このうち (3)は明らかで、(4)は仮定より満たされている。
(1)を示す。仮定より cell(F (J)) ⊂ G−1(W )である。W はレトラクトについて閉じて

いるので、 Cof(F (J)) ⊂ G−1(W )である。次に Cof(F (J)) ⊂ Cof(F (I))であることを
示す。まず J ⊂ Cof(I)である。よって F (J) ⊂ F (Cof(I))である。F は任意の余極限と
レトラクトを保つので、F (Cof(I)) ⊂ Cof(F (I))である。よって F (J) ⊂ Cof(F (I))であ
る。Cof(F (I))はセル複体とレトラクトをとる操作について閉じているので、Cof(F (J)) ⊂
Cof(F (I))である。
(2)を示す。命題 C.1.8より、rlp(F (I)) = G−1(rlp(I))と rlp(F (J)) = G−1(rlp(J))を
得る。また、G−1(rlp(I)) = G−1(rlp(J) ∩W ) = G−1(rlp(J)) ∩G−1(W )である。よって
rlp(F (I)) = rlp(F (J)) ∩G−1(W )である。
以上より定理 C.3.2が使えるので、D 上の余束生成モデル構造の存在が示された。
最後に、F が余極限とレトラクトを保つことから、F は明らかに余束と非輪状余束を保

つ。すなわち随伴 F a GはQuillen随伴である。

上記の定理は便利だが、“F (I)と F (J)が小対象引数を許容する”という条件が扱い辛
い。例えば次のような時は条件を満たす。

系 C.3.4. C , I, J , W と F a G : C → Dは定理 C.3.3と同様とする。次を満たすと仮定
する。

1. Gは任意の余極限を保つ。

2. G(F (I)) ⊂ cell(I)かつG(F (J)) ⊂ cell(J)である。

このとき、D 上の余束生成モデル構造であって、G−1(W )を弱同値のクラスとして、集
合 F (I)が余束を、F (J)が非輪状余束を生成するものが存在する。さらにこのとき、随伴
F a GはQuillen随伴である。

証明. 定理 C.3.3を応用するため、次を示す。
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(1) F (I)と F (J)は小対象引数を許容する。

(2) cell(F (J)) ⊂ G−1(W )である。

(1)を示す。I(resp. J)は小対象引数を許容する。すなわち、ある基数κが存在し、I (resp.
J)に属する任意の射の始域は cell(I) (resp. cell(J))に対して相対的に κ-小である。仮定
1.と命題 C.1.25より、F (I) (resp. F (J))に属する任意の射の始域はG−1(cell(I)) (resp.

G−1(cell(J)))に対して相対的に κ-小である。仮定 1.より、G(cell(F (I))) ⊂ cell(G(F (I)))

(resp. G(cell(F (J))) ⊂ cell(G(F (J))))である。仮定 2.より、cell(G(F (I))) ⊂ cell(I)

(resp. cell(G(F (J))) ⊂ cell(J))である。よってcell(F (I)) ⊂ G−1(cell(I)) (resp. cell(F (J)) ⊂
G−1(cell(J)))である。以上よりF (I) (resp. F (J))に属する任意の射の始域は cell(F (I)) ⊂
G−1(cell(I)) (resp. cell(F (J)) ⊂ G−1(cell(J)))に対して相対的に κ-小である。すなわち
F (I)と F (J)は小対象引数を許容する。
(2)を示す。仮定1.より、G(cell(F (J))) ⊂ cell(G(F (J)))である。仮定2.より、cell(G(F (J))) ⊂

cell(J)である。よってG(cell(F (J))) ⊂ cell(G(F (J))) ⊂ cell(J) ⊂ Cof(J) ⊂ W である。
すなわち cell(F (J)) ⊂ G−1(W )である。

C.3.3 関手圏のモデル構造
余束生成モデル構造の推移定理の応用として、余束生成モデル圏C に対し、関手圏C P

上の (射影的)モデル構造を与える。まず余束生成モデル圏の積は再び余束生成モデル圏に
なることを示す。これはパラメータの圏Pが離散圏の場合の関手圏C P を例として含む。

命題 C.3.5. Cλ(λ ∈ Λ)は集合Λで添え字づけられたモデル圏の族とする。この時、積圏∏
λ Cλはモデル圏である。
さらに、各 Cλが余束生成ならば

∏
λ Cλも余束生成である。

証明. 各Cλのモデル構造を (Wλ,Fibλ,Cofλ)とすると、(
∏
λWλ,

∏
λ Fibλ,

∏
λCofλ)は積

圏∏
λ Cλ上のモデル構造である。

次に、各 Cλが、射の集合 Iλが余束を、Jλが非輪状余束を生成する余束生成モデル圏
であると仮定する。各 λ ∈ Λに対し、積圏∏

λ Cλ上の射の集合 Iλと Jλを次のように定
義する。(ただし、∅は各圏の始対象である。)

Iλ =

 ∏
µ∈Λ,µ 6=λ

{id∅}

× Iλ
Jλ =

 ∏
µ∈Λ,µ 6=λ

{id∅}

× Jλ
積圏∏

λ Cλは、射の集合
∐
λ Iλが余束を、

∐
λ Jλが非輪状余束を生成する余束生成モデ

ル圏である。
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P は小さい圏として、次の随伴を考える。

COb(P)

F
//

> C P

Goo

ただし、
• G(S) = (S(p))p∈Ob(P)

• [F ((Xp)p)](q) =
∐
p→q

Xp

とする。系 C.3.4と命題 C.3.5より、次の定理を得る。
定理 C.3.6 (射影モデル構造). C は余束生成モデル圏とし、P は小さい圏とする。関手
圏 C P は以下を満たすモデル構造を持つ。

• f : S → T が弱同値である
⇔ 任意の対象 p ∈ Ob(P に対し、fp : S(p)→ T (p)が弱同値である。

• f : S → T が束である
⇔ 任意の対象 p ∈ Ob(P に対し、fp : S(p)→ T (p)が束である。

証明. C の弱同値のクラスをW とする。また、C の射の集合 I と J が存在し、I は余束
を、J は非輪状余束を生成する。命題 C.3.5より、圏 COb(P)は余束生成モデル構造を持
ち、W ′ = WOb(P) を弱同値のクラスとし、I ′ = ∐

Ip が余束を、J ′ =
∐
Jp が非輪状余

束を生成する。ただし、Ipおよび Jpは命題 C.3.5の証明と同様に定義されたものである。
系 C.3.4を応用するため、次を示す。

1. Gは任意の余極限を保つ。

2. G(F (I ′)) ⊂ cell(I ′)かつG(F (J ′)) ⊂ cell(J ′)である。
COb(P) 上の余極限と C P 上の余極限は、どちらも objectwiseに計算できる。よって G

は任意の余極限を保つ。また、各 f ∈ I ′ に対して G(F (f)) は適当な g ∈ Ip の直和で
ある。よって G(F (f)) ∈ cell(I ′)である。すなわち G(F (I ′)) ⊂ cell(I ′)である。同様に
G(F (J ′)) ⊂ cell(J ′)である。以上より系 C.3.4の条件を満たすので、関手圏C P は求める
モデル構造を持つ。

C.4 デカルト閉モデル圏
単体的集合の圏 sSetにおいて、∂∆n ↪→ ∆nは代表的な余束であり、Λni ↪→ ∆nは代表

的な非輪状余束である。ここで、別の余束 i : ∂(∆n ×∆m) ↪→ ∆n ×∆mについて考察す
る。境界は次のように分解できる。

∂(∆n ×∆m) = ((∂∆n)×∆m) ∪(∂∆n)×(∂∆m) (∆
n × (∂∆m))
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すなわち、次の図式の左下の四角は押し出しである。

∆n ×∆m

(∂∆n)×∆m //

//

∂(∆n ×∆m)

i
77nnnnnnnnnnnn

(∂∆n)× (∂∆m) //

OO

∆n × (∂∆m)

OO

II

実は、一般に圏 sSet上の二つの余束A→ BとA′ → B′に対し、

(A×B′) ∪A×A′ (B ×A′)→ B ×B′

は余束である。さらに、A → Bが非輪状余束ならば上記の射も非輪状である。このよう
な性質を持つ時、モデル構造と積構造が compatibleであるという。モデル圏がデカルト
閉であり、さらにモデル構造と積構造が compatibleであるとき、これをデカルト閉モデ
ル圏と呼ぶ。

記号の導入

整理して述べるため、記号を用意する。

定義 C.4.1. 有限積と押し出しを持つ圏 C 上の二つの射 f : A→ Bと f ′ : A′ → B′に対
し、次の射 (A×B′) ∪A×A′ (B ×A′)→ B ×B′を f▽f ′と表す。

B ×B′

A×B′ //

f×B′ ..

(A×B′) ∪A×A′ (B ×A′)

f▽f ′
55kkkkkkkkkkkkkkk

A×A′ f×A′
//

A×f ′
OO

B ×A′

OO
B×f ′

EE

さらに C がデカルト閉であるとする。C 上の二つの射 f : A → Bと g : X → Y に対し、
次の射を g#f と表す。

XB

gB

''

Xf

$$

g#f

%%LL
LLL

LLL
LL

Y B ×Y A XA

��

// XA

gA

��
Y B Y f

// Y A

これらはリフト性質について次の性質を持つ。
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命題 C.4.2. デカルト閉圏 C 上の射 f : A→ B、f ′ : A′ → B′および g : X → Y に対し、
以下は同値である。

• f▽f ′ ⋔ g

• f ⋔ g#f
′

証明. 対象 C と Z を
C = (A×B′) ∪A×A′ (B ×A′)
Z = Y B′ ×Y A′ XA′

と置く。次の可換図式 (α, β, γ)の集合を Sとする。

B ×B′

γ
yysss

sss
sss

ss

A×B′
α

##G
GG

GG
GG

GG

f×B′ . .

Y

X

g
;;wwwwwwwwww

A×A′ f×A′
//

A×f ′

OO

B ×A′

β
ccGGGGGGGGG

B×f ′

MM

次の可換図式 (α′, β′, γ′)の集合を T とする。

XB′

gB
′

��

Xf ′

$$
A

f

!!C
CC

CC
CC

C

α′

bbEEEEEEEEEE
XA′

gA
′

��

B

β′
=={{{{{{{{{

γ′

}}{{
{{
{{
{

Y B′ Y f ′
// Y A′

随伴 C (P × Q,R) ∼= C (P,RQ)より、全単射 S → T ; (α, β, γ) 7→ (α′, β′, γ′)が導かれる。
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これは次の図式を可換にする。

C (B ×B′, Y )×C (C,Y ) C (C,X)

∼=
��

C (B ×B′, X)

g∗×(f▽f ′)∗
44iiiiiiiiiiiiiiii

∼=
��

S

∼=
��

C (B,XB′
)

(g#f ′ )∗×f∗ **UUU
UUUU

UUUU
UUUU

UU
T

C (B,Z)×C (A,Z) C (A,XB′
)

∼=

OO

よって、次の同値が成り立つ。

f▽f ′ ⋔ g ⇔ g∗ × (f▽f ′)∗は全射
⇔ (g#f

′
)∗ × f∗は全射

⇔ f ⋔ g#f
′

デカルト閉モデル圏

モデル圏がデカルト閉ならば、以下の compatibilityが重要である。

補題 C.4.3. モデル圏 C がデカルト閉であったとする。このとき、以下は同値である。

• 二つの任意の余束 f と f ′に対し、f▽f ′は余束である。さらに f または f ′が非輪状
ならば、f▽f ′も非輪状である。

• 任意の余束 f と任意の束 gに対し、g#f は束である。さらに f または gが非輪状な
らば、g#f も非輪状である。

証明. 命題 C.4.2より明らか。

定義 C.4.4 (デカルト閉モデル圏). 補題 C.4.3の性質を満たすモデル圏 C をデカルト閉
モデル圏と呼ぶ。

余束生成の場合

余束生成モデル圏 C がデカルト閉であった場合、C がデカルト閉モデル圏であること
は比較的簡単に確かめられる。
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命題 C.4.5. モデル圏 C がデカルト閉であったとする。さらに、C が余束生成であって、
射の集合 I が余束を生成し、J が非輪状余束を生成したとする。以下は同値である。

1. C はデカルト閉モデル圏である。

2. 任意の f, f ′ ∈ I に対し、f▽f ′は余束である。さらに、任意の f ∈ I と f ′ ∈ J に対
し、f▽f ′は非輪状余束である。

証明. 1. ⇒ 2.は明らか。2. ⇒ 1.を示す。2.より、任意の f, f ′ ∈ Iと任意の非輪状束 gに
対し、f▽f ′ ⋔ gである。命題 C.4.2より、f ⋔ g#f

′である。よって、任意の f ′ ∈ Iと任意
の非輪状束 gに対し、g#f ′ は非輪状束である。このとき、任意の余束 f に対し、f ⋔ g#f

′

である。再び命題 C.4.2より、f▽f ′ ⋔ gである。以上より、任意の余束 f と任意の f ′ ∈ I
に対し、f▽f ′は余束である。全く同様に、f ′も任意の余束としてよい。
また、任意の f ∈ I と f ′ ∈ J、および任意の束 gに対し同様の議論を行うことで、任意

の余束 f と任意の非輪状余束 f ′に対し、f▽f ′は非輪状余束である。よってC はデカルト
閉モデル圏である。

C.5 ホモトピー極限と正則モデル圏
C をモデル圏とする。小さい圏I に対し、∆ : C → C I は定値関手を与える関手とす

る。C は完備かつ余完備なので、関手∆は右随伴 lim
←−
と左随伴 lim

−→
を持つ。仮に、関手

圏 C I 上のモデル構造が存在し、随伴∆ a lim
←−

: C → C I が Quillen随伴であったとす
る。このとき、Quillen随伴∆ a lim

←−
の導来随伴 L∆ a R lim

←−
: Ho(C )→ Ho(C I )が得ら

れる。(関手圏 C I 上のそのようなモデル構造は、I がReedy圏であれば存在するが、一
般には存在するとは限らない。しかし関手圏C I は一般に弱同値のクラスを持つ。ホモト
ピー圏Ho(C I )は弱同値のクラスによる局所化として定義できる。導来関手もKan拡張
によって定義できる。) 上記の導来関手R lim

←−
を (大域的)ホモトピー極限と呼ぶ。双対的

に、(大域的)ホモトピー余極限 L lim
−→
が定義できる。

ここでは、ホモトピー極限の具体例として、ホモトピー積とホモトピー引き戻しを見る。
ただし、この構成が実際にホモトピー極限を与えているかどうかは必ずしも触れない。ホ
モトピー積はホモトピー圏Ho(C )上の積であるが、ホモトピー引き戻しはホモトピー圏
Ho(C )上の引き戻しではない。なぜなら、ホモトピー圏Ho(C I )が関手圏Ho(C )I と
同値であるとは限らないからである。
最後に正則モデル圏を定義し、ホモトピー引き戻しとの関係を見る。

C.5.1 ホモトピー積
C をモデル圏とし、そのモデル構造を (W,Fib,Cof)とする。集合 Λに対し、圏 C Λは

モデル構造 (WΛ,FibΛ,CofΛ)を持つ (cf. 命題 C.3.5)。このとき、定値関手を与える関手
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∆ : C → C Λは弱同値と束と余束を保つ。よって、二つの随伴∆ a
∏と∐

a ∆は共に
Quillen随伴である。ここから導来随伴 L∆ a R

∏と L
∐
a R∆が得られる。R

∏をホモ
トピー積と呼び、L

∐をホモトピー余積と呼ぶ。
構成は双対なので、ホモトピー積 R

∏を計算してみよう。集合 Λで添え字づけられた
C の対象族Xλ(λ ∈ Λ)をとる。束置換を与える関手Q′ : C → πlCf を用いて、C の対象∏
λQ
′(Xλ)が定義できる。これがホモトピー積 R

∏
λXλである。

ホモトピー積はホモトピー圏Ho(C )上の積である。これを示すため、まずはホモトピー
圏Ho(C Λ)が冪圏Ho(C )Λと圏同値であることを示す。まず、モデル圏の積の性質を調
べる。

補題 C.5.1. C はモデル圏、Λは集合とする。

1. 集合 Λで添え字づけられた C の射の族 fλ(λ ∈ Λ)に対し、以下は同値である。

• 各 fλは C 上で弱同値 (resp. 束、余束)である。
• (fλ)λは C Λ上で弱同値 (resp. 束、余束)である。

2. 集合 Λで添え字づけられた C の対象族Xλ(λ ∈ Λ)に対し、以下は同値である。

• 各Xλは C 上で束対象 (resp. 余束)である。
• (Xλ)λは C Λ上で束対象 (resp. 余束対象)である。

3. 集合Λで添え字づけられた C の射の族 fλと gλ(λ ∈ Λ)に対し、以下は同値である。

• 各 λに対し、fλと gλはC 上で左ホモトピック (resp. 右ホモトピック)である。
• (fλ)λと (gλ)λは C Λ上で左ホモトピック (resp. 右ホモトピック)である。

証明. 明らか。

よって次が成り立つ。

命題 C.5.2. C はモデル圏、Λ は集合とする。ホモトピー圏 Ho(C Λ) は冪圏 Ho(C )Λ

と圏同値である。さらに左導来関手 L∆ : Ho(C ) → Ho(C Λ)は定値関手を与える関手
Ho(C )→ Ho(C )Λと同値である。

証明. 補題 C.5.1より πr(C Λ)cと πrC Λ
c は圏同値である。さらに π(C Λ)fcと πC Λ

fcは圏同
値である。これはホモトピー圏Ho(C Λ)と冪圏Ho(C )Λが圏同値であることを意味する。
後半は左導来関手の構成から明らか。
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C.5.2 ホモトピー引き戻し
C 上で次の図式を考える。

B

g

��
A

f // C

Cの非常に良い道対象 Path(C)をとり、標準的な射 Path(C)→ C ×Cを q1× q2と表す。
次の図式の各四角が引き戻しになるように対象X を定める。さらに、以下のように射の
名前 sと tと hを付けておく。

X

��

//

s

��

t

**

h

$$

·

��

// B

g

��
·

��

// Path(C)

q1
��

q2
// C

A
f // C

このとき次の図式は引き戻しである。(こちらで定義してもよい。)

X

s×t
��

h // Path(C)

q1×q2
��

A×B f×g // C × C

次の図式は可換ではないが、右ホモトピー hによって f ◦ sと g ◦ tは右ホモトピックであ
る。すなわちホモトピー圏Ho(C )上の可換図式を導く。

X

s

��

t // B

g

��
A

f // C

これを図式A→ C ← Bのホモトピー引き戻しと呼び、上記のXをA×hC Bなどと書く。
束 Path(C)→ C × C の引き戻しであるA×hC B → A×Bは束である。AとBを束対

象とすると、A×Bも束対象であるので、X も束対象である。
ホモトピー引き戻しはホモトピー極限であるが、これはホモトピー圏Ho(C )上の引き

戻しではない。実際、次の例がとれる。
例 C.5.3. 位相空間の圏 C = Topの通常のモデル構造を考える。A = B = 1は一点集合
とし、C = S2は単位球面とする。f : 1→ S2は北極点を、g : 1→ S2は南極点を与える
写像とする。二つの連続写像 u, v : S1 × [0, 1]→ S2を次で定める。

u(x, y, t) = (
√

1− (2t− 1)2x,
√
1− (2t− 1)2y, 2t− 1)

v(x, y, t) = (0,
√

1− (2t− 1)2, 2t− 1)
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uと vはともに連続写像 û, v̂ : S1 → 1×hS2 1を与える。一点集合と n-次元球面 SnはCW

複体なので、特に余束対象である。よって πTopfc上の次の図式が得られる。

S1

&&

��

u

##G
GG

GG
GG

GG

v
##G

GG
GG

GG
GG

1×hS2 1

��

// 1

g

��
1

f // S2

uと vは t = 0, 1を止めたホモトピーで移り合わないので、ûと v̂はホモトピックでない。
よって、上記の図式を可換にする射 S1 → 1×hS2 1はただ一つではない。すなわちホモト
ピー引き戻しはホモトピー圏Ho(C )上で引き戻しの普遍性を満たさない。
上の例のように、ホモトピー引き戻しは普遍性を満たさないため、引き戻しではない。

しかし、ホモトピー引き戻しは弱普遍性を満たし、弱引き戻しと呼ばれる。すなわち、ホ
モトピー圏Ho(C )上の次の実線の可換図式に対し、ただ一つとは限らない射 uで図式の
全てを可換にするものが存在する。

Z

&&

��

u

##
A×hC B

��

// B

��
A // C

命題 C.5.4. 束対象からなる図式のホモトピー引き戻しはホモトピー圏Ho(C )上の弱引
き戻しである。

証明. 束対象からなる図式 A → C ← B および C の非常に良い道対象 Path(C)をとり、
次のホモトピー引き戻し図式を考える。

A×hC B

s
��

t // B

g

��
A

f // C

上記の図式は圏 πlCf 上の図式と見做せる。余束置換を与える関手 P ′ : πlCf → πCfcによ
る像が πCfc上の弱引き戻し図式であることを示せばよい。すなわち、束対象かつ余束対
象である任意の対象 Z に対し、次の写像が全射であることを示せばよい。

π(Z,P ′(X))
P ′(s)∗×P ′(t)∗→ π(Z,P ′(A))×π(Z,P ′(C)) π(Z,P

′(B))



140 付 録 C モデル圏とホモトピー

関手 P ′ は包含関手 U : πCfc → πlCf の右随伴関手である。よって次の可換図式が存在
する。

π(Z,P ′(X))

∼=
��

P ′(s)∗×P ′(t)∗ // π(Z,P ′(A))×π(Z,P ′(C)) π(Z,P
′(B))

∼=
��

πl(U(Z), X)
s∗×t∗ // πl(U(Z), A)×π(U(Z),C π(U(Z), B)

よって、s∗ × t∗が全射であることを示せばよい。
任意の ([s′], [t′]) ∈ πl(U(Z), Y ′)×π(U(Z),Y π(U(Z), X)は圏 πlCf 上で次の可換図式を与

える。(U(Z) = Z に注意する。)

Z

s′

��

t′ // B

g

��
A

f // C

πlCf 上で可換とは、f ◦ t′が g ◦ s′に左ホモトピックであることを意味する。Zは余束対象
だから、命題 C.2.21の 1.より f ◦ s′は g ◦ t′に右ホモトピックである。命題 C.2.21の 2.

より、f ◦ s′から g ◦ t′への非常に良い右ホモトピーH : Z → Path(C)が存在する。(命題
C.2.11の 3.(の双対)よりH の始域は所与の (非常に)良い道対象 Path(C)としてよい。)

次の可換図式と引き戻しの普遍性により、射 u : Z → X が得られる。

Z

s′×t′

$$

H

!!

u

""
X

s×t
��

h // Path(C)

q1×q2
��

A×B f×g // C × C

これは s∗ × t∗([u]) = ([s′], [t′])を満たす。以上より s∗ × t∗が全射であることが示された。
よってホモトピー引き戻しA×hC Bがホモトピー圏Ho(C )上の弱引き戻しであること

が示された。

束に沿った (通常の)引き戻しはホモトピー引き戻しである。これを示すため、次の補題
を用意する。

補題 C.5.5. 以下の図式はモデル圏 C 上の束対象からなる引き戻し図式とする。

D

s

��

t // B

g

��
A

f // C

射 f が束かつ射 gが弱同値ならば、射 sは弱同値である。
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証明.

束対象からなる図式 A → C ← B に対し、通常の引き戻し A ×C B と、ホモトピー
A×hC Bをとることができる。さらに、標準的な射A×C B → A×hC Bが存在する。
命題 C.5.6. AとBとCが束対象であり、射A→ Cが束ならば、標準的な射A×C B →
A×hC Bは弱同値である。

証明. g : B → C の分解 B
i→ B′

p→ C で、iが非輪状余束かつ pが束であるものをとる。
次の図式の各四角は引き戻しである。

A×C B

��

// A×C B′

��

// C

��
A×hC B

��

// A×hC B′

��

// Path(C)

��
A×B idA×i // A×B′ f×p // C × C

束対象の間の弱同値の積は弱同値だから、idA× iは弱同値である。f と gが束であること
から、f×pは束である。また、Path(C)はCの (非常に)良い道対象だから、C → Path(C)

は弱同値であり、Path(C)×C ×Cは束である。束の引き戻しは束だから、補題 C.5.5よ
り、A×hC B → A×hC B′とA×C B′ → A×hC B′は弱同値である。さらに、f が束である
こと及び次の図式と補題 C.5.5より、A×C B → A×C B′は弱同値である。

A×C B

��

// B

i
��

A×C B′

��

// B′

p

��
A

f // C

以上より次の図式が得られる。

A×C B

��

' // A×C B′

'
��

A×hC B
' // A×hC B′

よって、A×C B → A×hC Bは弱同値である。

C.5.3 正則モデル圏
モデル圏の正則性を定義する。
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定義 C.5.7 (正則モデル圏). モデル圏 C が右正則であるとは、任意の束に沿った任意の
弱同値の引き戻しが再び弱同値になることを言う。モデル圏C が左正則であるとは、任意
の余束に沿った任意の弱同値の押し出しが再び弱同値になることを言う。モデル圏 C が
右正則かつ左正則であるとき、C は正則であると言う。

全ての対象が束対象ならば、モデル圏は常に右正則である。これは既に示してある。

命題 C.5.8. モデル圏 C の全ての対象が束対象ならば、C は右正則である。

証明. 補題 C.5.5より明らか。

一般のモデル圏に対し、正則性は次のように特徴づけられる。(結果は双対なので、右
正則性についてのみ述べる。)

命題 C.5.9. モデル圏 C に対し、以下は同値である。

1. C は右正則である。

2. C 上の任意の束に沿った引き戻しはホモトピー引き戻しである。i.e. C 上の以下の
引き戻し図式について、f が束ならば、標準的な射X ′ → Y ′×hY Xは弱同値である。

X ′

��

// X

f

��
Y ′ // Y

証明. 2. ⇒ 1.は明らか。
1. ⇒ 2.を示す。次の図式は C 上の引き戻しで、f は束とする。

X ′

��

// X

f

��
Y ′

g // Y

この図式がホモトピー引き戻しであることを示せばよい。

Case.1. Y が束対象の場合。

gを非輪状余束と束の合成 Y ′
'→ Y ′′ → Y に分解する。次の図式の全ての四角が引き戻し

であるように、対象X ′′をとる。

X ′

��

// X ′′

��

// X

f

��
Y ′

' //

g

55Y ′′ // Y
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Xと Y と Y ′′は全て束対象だから、命題 C.5.6より、上の図式の右の四角はホモトピー引
き戻しを与える。また、束の引き戻しは束だから真ん中の射X ′′ → Y ′′は束である。よっ
て 1.より、X ′ → Y ′はX ′′ → Y ′′とホモトピー圏Ho(C )上で同型である。以上より、始
めの図式がホモトピー図式であることが示された。

Case.2. 一般の場合。

まず Y の束置換 e : Y → Ŷ をとる。また、e ◦ g : Y ′ → Ŷ を非輪状余束 iと束 pの合成
Y ′

i→ Y ′′
p→ Ŷ に分解する。すなわち e ◦ g = p ◦ iである。次の図式の全ての四角が引き

戻しであるように、対象AとBをとる。

B

��

// X

f

��
A

��

// Y

e'
��

Y ′′
p // Ŷ

引き戻しの普遍性より、次の図式が得られる。

X ′

��

// B

��

// X

f

��
Y ′ //

i

'

  B
BB

BB
BB

B A

��

// Y

e'
��

Y ′′
p // Ŷ

図式の小さい四角はすべて引き戻しである。Ŷ は束対象で、pは束だから、Case.1.より
右の大きい四角はホモトピ p－引き戻しである。また 1.より右下の四角はホモトピー圏
Ho(C )上で同型である。よって、右上の四角もホモトピー引き戻しである。pは束で eは
弱同値だから、1.より A → Y ′′は弱同値である。よって、iが弱同値であることとより、
Y ′ → Aは弱同値である。束の引き戻しは束だから、B → Aは束である。よって 1.より
左上の四角もホモトピー圏Ho(C )上で同型である。よって上の大きい四角もホモトピー
引き戻しである。以上より、始めの図式がホモトピー引き戻しであることが示された。

C.6 混合モデル圏
与えられた圏 C が二つのモデル構造を持っているとき、これらを混合して新しいモデ

ル構造を得たい時がある。特殊な場合にはこれが可能である。

定理 C.6.1 (M. Cole [3]). C を圏とする。(W,Fib,Cof)と (W ′,Fib’,Cof’)はC 上のモデ
ル構造とする。さらに、次を満たすとする。
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• W ⊂W ′

• Fib ⊂ Fib’

このとき、W ′を弱同値、Fibを束のクラスとする C 上のモデル構造が存在する。
証明. Cof” = llp(Fib∩W ′)とする。まず、関係Cof’ ⋔ Fib’∩W ′とFib ⊂ Fib’より、関係
Cof’ ⋔ Fib∩W ′が成り立つ。よってCof’ ⊂ Cof”である。また、包含関係W ⊂W ′より関
係Cof” ⋔ Fib∩W が成り立つ。よってCof” ⊂ Cofである。以上よりCof’ ⊂ Cof” ⊂ Cof

であることに注意する。
(W ′′,Fib,Cof”)がモデル構造であることを示す。モデル圏の特徴づけ (命題 C.2.4)の

条件を確かめる。
1. 三つの射 f , gおよび g ◦ f のうち二つがW ′に含まれるならば、残りの一つもW に
含まれる。

元のモデル構造の公理より明らか。
2. W ′, Fib, Cof”はそれぞれレトラクトについて閉じている。

W ′と Fibについては元のモデル構造の公理より明らか。Cof”については、リフト性質が
レトラクトについて閉じていることから従う。

3. Cof”∩W ′ ⋔ Fibかつ Cof” ⋔ Fib∩W ′である。
Cof” ⋔ Fib∩W ′はCof”の定義より明らか。Cof”∩W ′ ⋔ Fibを示す。任意のf ∈ Cof”∩W ′

と任意の g ∈ Fibをとる。分解 f = p ◦ iで、p ∈ Fibかつ i ∈ Cof ∩W を満たすものをと
る。W ⊂W ′より、i ∈W ′である。f ∈W ′とより、p ∈W ′である。p ∈ Fib∩W ′より、
次の図式のリフト uが存在する。

·
f

��

i // ·
p

��
·

u
@@�������
·

f ⋔ gを示すため、次の図式を考える。
·

f

��

// ·
g

��
· // ·

この図式を次のように分解すると、i ⋔ gより下図のリフト vが存在する。
·

f

��

·
i
��

// ·

g

��

·
p

��

v

@@�������

·

u
@@�������
· // ·

これは f ⋔ gを意味する。以上より Cof”∩W ′ ⋔ Fibであることが示された。
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4. 任意の射 f に対し、f = pf ◦ if = p′f ◦ i′f なる二つの (関手的)分解で、pf ∈ Fib,

if ∈ Cof”∩W ′, p′f ∈ Fib∩W ′, i′f ∈ Cof”となるものが存在する。

二つの分解 f = pf ◦ if = p′ ◦ i′で、pf ∈ Fib, if ∈ Cof ∩W , p′ ∈ Fib’∩W ′, i′ ∈ Cof’を満
たすものをとる。
Cof ∩W ⋔ Fibより、Cof ∩W ⋔ Fib∩W ′である。よってCof ∩W ⊂ Cof”である。よっ

て if ∈ Cof”である。以上より、一つ目の分解 f = pf ◦ if は条件を満たす。
二つ目の分解を作る。Cof’ ⊂ Cof”より、i′ ∈ Cof”である。次に、分解 p′ = p′f ◦ i′′で、

p′f ∈ Fib, i′′ ∈ Cof ∩W を満たすものをとる。W ⊂W ′より、i′′ ∈W ′である。p′ ∈W ′と
より、p′f ∈ W ′である。再び Cof ∩W ⊂ Cof”より i′′ ∈ Cof”である。i′f = i′ ◦ i′′と置く
と、i′f ∈ Cof”である。以上より、分解 f = p′f ◦ i′f は条件を満たす。

命題 C.6.2. 定理 C.6.1の状況で、モデル構造 (W ′,Fib’,Cof’)は右正則とする。このと
き、定理 C.6.1によって得られる混合モデル構造は右正則である。

証明.
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付 録D Lie亜群

D.1 位相亜群
D.1.1 位相亜群
D.1.2 分類空間

D.2 Lie亜群
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