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記号一覧

Set:集合と写像の圏
Top:位相空間と連続写像の圏
C = (C0, C1, s, t):(小さい)圏に対し、
C0 = Ob(C):対象の集合
C1 = Mor(C):射の集合
s:始域写像
t:終域写像
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0 導入
亜群の幾何学的実現を中心に。私が勝手に用意した一般的ではない用語の右上には †を

添えています。

1 亜群と位相亜群
1.1 基本的な定義
位相亜群の定義を述べよう。
まず、亜群とは、圏であってすべての射が同型射となるもののことであった。すなわち、

亜群 G = (G0,G1, s, t, i, inv, comp)は次のデータからなる。

• 対象集合 G0 3 x, y, · · ·

• 射集合 G1 3 f, g, · · ·

• 始域写像 s : G1 → G0; (f : x → y) 7→ x

• 終域写像 t : G1 → G0; (f : x → y) 7→ y

• 恒等射写像 i : G0 → G1;x 7→ idx

• 逆射写像 inv : G1 → G1; f 7→ f−1

• 合成演算 comp : G2 → G1; (f, g) 7→ f ◦ g

ここで、compの定義域 G2は射の合成可能対の集合である。右下の添え字は Gのナーヴの
添え字と対応している。
位相亜群とは、位相空間の圏の亜群対象のことである。

定義 1.1 (位相亜群). Gが位相亜群 (topological groupoid)であるとは、対象集合 G0およ
び射集合 G1が位相空間であって、五つの写像 s, t, i, inv, compが全て連続となることで
ある。
X = G0の時、位相亜群 GはX 上の位相亜群という。

同様に、“滑らかな多様体の圏の亜群対象”と呼ぶべき定義もあり、それは Lie亜群 (Lie

groupoid)と呼ばれている。ただし、これはテクニカルな事情から、始域写像 sおよび終
域写像 tが沈めこみであることを仮定する。逆に位相亜群については、sや tが “沈めこ
み”であることをうまく定義してやらなければ、豊かな一般論は展開しづらい。次の性質
はかなり強いが、重要な性質である。

定義 1.2 (エタール). 位相亜群 G がエタール (étale)であるとは、始域写像 sまたは終域
写像 tが局所同相写像になることである。

注意 1.3. Gがエタールであるとき、s, t, i, inv, compはすべて局所同相写像である。（inv

は一般に同相写像である。）このことは、亜群が満たすべき公理を可換図式で表現すれば
容易にわかる。
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例 1.4 (位相空間). 任意の位相空間は、恒等射のみからなる亜群と見なすことで位相亜群
となる。これはエタール位相亜群である。
例 1.5 (位相群). 任意の位相群は、対象がただ一つの亜群と見なすことで位相亜群となる。
次の例は、上記の自明な例を含む。

例 1.6 (群の作用). 位相空間X に位相群Gが左から作用しているとする。G0 = X, G1 =

G×X, s(g, x) = x, t(g, x) = g · xとすることで位相亜群 Gが定まる。Gがエタールであ
ることは、Gが離散群であることと同値である。

1.1.1 作用に関する概念

位相亜群とは、位相群が作用する空間を一般化したものだと思える。そこで、群作用に
関する一般的な概念を亜群に対して定義する。

定義 1.7. 位相亜群 Gについて、次の写像 Φを考える。

Φ = s× t : G1 → G0 × G0; g 7→ (s(g), t(g))

• Gが自由であるとは、上記の写像 Φが単射となることである。

• Gが推移的であるとは、上記の写像 Φが全射となることである。

• G が固有であるとは、上記の写像 Φが固有 (i.e. コンパクト集合の逆像がコンパク
ト)であることである。

また、亜群が作用する空間を考えることもできる。

定義 1.8. Xは位相空間、Gは位相亜群とする。GのXに対する連続な右作用とは、二つ
の連続な写像 ρ : X → G0, µ : X ×G0 G1 → X であって、次を満たすものである。(ただ
し、X ×G0 G1

def
= {(x, g) | ρ(x) = t(g))}である。)

• ρ(µ(x, g)) = s(g)

• µ(µ(x, g), h) = µ(x, gh)

• µ(x, id) = x

この時、µ(x, g) = x · gと書く。ρを作用の錨またはアンカー (anchor)と呼ぶ。

次の図式をイメージしてもらいたい。矢印の向きが逆（反変）であるが、これは右作用
を考えているからであり、左作用を考えればもちろん向きは変わらない（共変）。

x ∈ ρ−1(ρ(x)) // ρ−1(ρ(y)) y = x · g∋

ρ(x) ρ(y)
goo
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命題 1.9 (亜群の作用). 位相空間Xに位相亜群 Gが作用しているとする。ここではわかり
やすく、左から作用しているとする。H0 = X, H1 = G1×G0 X, s(g, x) = x, t(g, x) = g ·x
とすることで位相亜群Hが定まる。位相亜群Hが自由（resp. 推移的、固有）であること
は、G のX への作用が自由（resp. 推移的、固有）であることと同値である。このHを
GX と書く †。

位相空間X に位相亜群 Gが作用しているとする。この作用が自由・推移的・固有であ
ることは、位相亜群 GX が自由・推移的・固有であることと定義する。具体的には次のよ
うに表せる。

定義 1.10. GのX に対する連続な右作用について、次の写像 Φを考える。

Φ : X ×G0 G1 → X ×X; (x, g) 7→ (x, x · g)

• 作用が自由 (free)であるとは、上記の写像 Φが単射となることである。具体的には
次の条件と同値である。

x · g = x ⇒ g = 1

• 作用が推移的 (transitive)であるとは、上記の写像 Φが全射となることである。具
体的には、任意の x, y ∈ X に対し、x · g = yなる gが存在することと同値である。

• GのX に対する連続な (右)作用が固有 (proper)であるとは、上記の写像 Φが固有
(i.e. コンパクト集合の逆像がコンパクト)であることである。

1.1.2 位相亜群の射

定義 1.11 (位相亜群の射). G, Hは位相亜群とする。射 f : G → Hとは、二つの連続写像
f0 : G0 → H0および f1 : G1 → H1の組であって、次の二つの図式を可換にするもののこ
とである。

G1
s×t //

f1
��

G0 × G0

f0×f0
��

G2
comp //

f1×f1
��

G1

f1
��

H1
s×t // H0 ×H0 H2

comp // H1

X = G0 = H0 の時、X 上の位相亜群の射とは、位相亜群の射 f : G → Hであって、
f0 = idとなるもののことである。

つまり、亜群の射とは要するに関手のことであり、位相亜群の射と呼ぶときは構成する
写像がそれぞれ連続であることを要請している。ここで、群準同型の時と同様に、厳密に
は恒等射を保つことも要請されているが、それは上記の仮定から導かれるため省略してい
る。誤解のないときは、右下の添え字を省略する。
関手の次は自然変換も定義する。
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定義 1.12 (位相亜群の圏の 2-射). f, f ′ : G → Hは位相亜群の射とする。2-射 σ : f → f ′

とは、連続写像 G0 → H1次の二つの図式を可換にするもののことである。

G0

f

}}{{
{{
{{
{{

σ

��

f ′

!!C
CC

CC
CC

C

H0 H1s
oo

t
// H0

2-射 σ : f → f ′が存在するとき、f ∼= f ′と書く。

注意 1.13. 位相亜群の圏では、2-射は常に同型である。

1.1.3 位相亜群の同型と同値

2-射が存在するため、位相亜群の圏では同型のほかに同値の概念を定義することがで
きる。

定義 1.14. 位相亜群の射 f : G → Hが同型 (isomorphism)であるとは、逆射と呼ばれる
逆向きの射 f ′ : H → G が存在して、f ◦ f ′ = id, f ′ ◦ f = idを満たすことである。この
時、G ∼= Hと書く。
位相亜群の射 f : G → Hが同値 (equivalence)であるとは、逆射と呼ばれる逆向きの射

f ′ : H → Gが存在して、f ◦ f ′ ∼= id, f ′ ◦ f ∼= idを満たすことである。この時、G ' Hと
書く。

位相亜群の射 f : G → Hが同型であることは、f0 : G0 → H0および f1 : G1 → H1が同
相写像になることと同値である。
一方、圏の間の関手が同値を定めるための必要十分条件として、“充満忠実”かつ “本質的
全射”というものが知られている。Lie亜群の間にはこれを満たすものとして弱同値 (weak

equivalence)というクラスを定義するのだが、位相亜群の間には定義できない。なぜなら、
位相空間の圏における “沈めこみ”を定義していないからである。しかし、エタール位相亜
群の間にはこれを定義することができる。

定義 1.15. G, Hはエタール位相亜群とする。位相亜群の射 f : G → Hが弱同値 (weak

equivalence)であるとは、次を満たすことである。

充満忠実 次の図式が引き戻しになる。

G1
f1 //

s×t
��

H1

s×t
��

G0 × G0
f0×f0 // H0 ×H0

本質的全射 次の合成が全射局所同相写像になる。ただし、G0 ×H0 H1 = {(x, h) | f0(x) =
s(h)}である。

t ◦ pr2 : G0 ×H0 H1 → H0
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命題 1.16. f : G → Hはエタール位相亜群の間の弱同値とする。このとき、f0, f1は共に
局所同相写像である。
証明. 次の図式を考える。

G0 ×H0 H1
pr2 //

pr1
��

H1

s

��

t // H0

G0
f0 // H0

t ◦ pr2と tが局所同相写像だから、pr2は局所同相写像である。sが局所同相写像である
こととより、s ◦ pr2 = f0 ◦ pr1は局所同相写像である。また、全射局所同相写像 sの引き
戻しである pr1も全射局所同相写像である。よって、f0は局所同相写像である。
f1が局所同相写像であることは次の図式より従う。

G1
f1 //

s

��

H1

s

��
G0

f0 // H0

命題 1.17. f : G → Hはエタール位相亜群の間の弱同値とする。f が同値である時、かつ
その時に限り、次の写像は大域切断を持つ。

t ◦ pr2 : G0 ×H0 H1 → H0

証明. f が同値であったとして、その逆射を g : H → Gとする。f ◦ g ∼= idを実現する 2-

射を σ : f ◦ g → idとする。σは連続写像H0 → H1である。この時、g0 × σが連続写像
H0 → G0 ×H0 H1を定め、これは t ◦ pr2の切断である。
逆に、t ◦ pr2が切断 g0 × σを持っていたとする。次の図式が連続写像 τ : G0 → G1を
導く。

G0

(g0×g0)◦(s×t)

&&

σ◦f0

  

τ

##
G1

f1 //

s×t
��

H1

s×t
��

G0 × G0
f0×f0 // H0 ×H0

また、次の図式が連続写像 g1 : H1 → G1を導く。
H1

(g0◦f0)×id

&&

α

  

g1

$$
G1

f1 //

s×t
��

H1

s×t
��

G0 × G0
f0×f0 // H0 ×H0

ただし、α(h) = σ(f0(g0(t(h))))
−1 ·h ·σ(f0(g0(s(h))))としている。これらは射 g : H → G

と 2-射 σ : f ◦ g → idおよび τ : g ◦ f → idを定める。

6



1.1.4 弱引き戻し

位相亜群の圏は 2-圏である。そこで、極限についても 2-圏における極限を考えるべきで
ある。次の図式を考える。

H
f ′

��
G f // K

この図式の 2-圏における引き戻しを与えたい。圏論の言葉をよく知っていれば、それはコ
ンマ圏 (f ↓ f ′)のことである。具体的には次のように定義する。

(f ↓ f ′)0 = {(x, k, y) ∈ G0 ×K1 ×H0 | k : f(x) → f ′(y)}
(f ↓ f ′)1 = {(k1, g, h, k2) ∈ K1 × G1 ×H1 ×K1 | f ′(h) ◦ k1 = k2 ◦ f(g)}

s(k1, g, h, k2) = (s(g), k1, s(h))

t(k1, g, h, k2) = (t(g), k2, t(h))

つまり、K上の次のような各可換図式を射としている。

f(x1)
f(g) //

k1
��

f(x2)

k2
��

f ′(y1)
f ′(h) // f ′(y2)

この時、自然な射 (f ↓ f ′) → G, (f ↓ f ′) → Hが存在し、次の普遍性を満たす。
命題 1.18. 次の図式はある 2-射 σによる変換を通して可換である。

(f ↓ f ′)

��

// H
f ′

��
G f // K

また、次の図式が 2-射 τ による変換を通して可換であったとする。
L

��

// H
f ′

��
G f // K

この時、次の図式の左と上の三角形を（厳密に）可換とする射 L → (f ↓ f ′)であって、σ

との合成が τ に一致するものがただ一つ存在する。
L

��4
44

44
44

44
44

44
44

4

##G
GG

GG
GG

GG

))SSS
SSSS

SSSS
SSSS

SSSS
S

(f ↓ f ′)

��

// H
f ′

��
G f // K

位相亜群の圏におけるコンマ圏のことを弱引き戻し (weak pull-back)と呼ぶ。
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1.2 エタール位相亜群と弱同値
エタール位相亜群について、もう少し詳しく見てみよう。
まず、任意の位相亜群に対して普遍的なエタール位相亜群が存在する。GがX = G0上

の位相亜群であったとする。各開集合 U ⊂ X に対し、

F(U) = {σ : U → G1 | s ◦ σ = id, t ◦ σは局所同相写像 }

とする。F はX上の層である。F に対応するエタール空間を s̃ : G̃1 → Xと表す。集合と
しては G̃1 =

⨿
Fxであり、各芽 σx ∈ Fxに対し s̃(σx) = xである。F の各芽 σx ∈ Fxに

対し、t̃(σx) = t(σ(x))とすることで、t̃ : G̃1 → G0が well-definedに定まる。

G̃2 = {(σx, τy) ∈ G̃1 × G̃1 | s̃(σx) = t̃(τy)}

とする。各 (σx, τy) ∈ G̃2に対し、σx ◦ τyを次のように定める。x周りの十分小さい開近傍
U および y周りの十分小さい開近傍 V で、σ(resp. τ)が U(resp. V )上定義されていて、
(t ◦ τ)(V ) ⊂ U なるものをとる。このとき、(σ ◦ t ◦ τ)× τ は連続写像 V → G2を定める。
これと comp : G2 → G1の合成は F(V )に含まれる。そこで、

σx ◦ τy = (comp ◦ ((σ ◦ t ◦ τ)× τ))y

とする。この写像を ˜compと表す。
補題 1.19. ˜comp : G̃2 → G̃1; (σx, τy) 7→ σx ◦ τy は連続である。
証明. 各 µ ∈ F(W )に対し、

[µ,W ] = {µx |x ∈ W}

とする。層の一般論によれば、G̃1の位相は [µ,W ]達によって生成されていたのであった。
よって、各 ˜comp−1([µ,W ])が開集合であればよい。
任意の (σx, τy) ∈ ˜comp−1([µ,W ])をとる。ここで、前段に現れるU , V をとってσx◦τy =

(comp◦ ((σ ◦ t◦τ)×τ))y = µyと表す。V を小さく制限すれば、comp◦ ((σ ◦ t◦τ)×τ) = µ

としてよい。このとき、(σx, τy) ∈ [σ,U ] ×G0 [τ, V ] ⊂ ˜comp−1([µ,W ])である。よって、
˜comp−1([µ,W ])は開集合である。

同様にして ˜invや ĩも連続写像として well-definedに定まる。また、G̃0 = X として定
める。結局、次が言える。
命題 1.20. G̃はX 上の位相亜群である。さらにこれはエタールである。
この時、自然な射 ϵ : G̃ → Gが ϵ(σx) = σ(x)により定まる。これは次の普遍性を満たす。

命題 1.21. X上の任意のエタール位相亜群Hと任意の射 f : H → Gに対し、射 f̃ : H → G̃
が存在して、次の図式を可換にする。

G̃ ϵ // G

H
f

??�������
f̃

OO

証明.
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1.3 亜群の幾何学的実現
位相圏 C には、二つの標準的な単体的空間 BC と EC が対応する。まず、BC は次のよ

うに定義される。

BCn
def
=

{
Ob(C) (n = 0)

{(fn, fn−1, · · · , f1) :合成可能な n対の射 } (otherwise)

dni (fn, fn−1, · · · , f1)
def
=


(fn, fn−1, · · · , f2) (i = 0)

(fn, fn−1, · · · , fi+1 ◦ fi, · · · , f1) (1 ≤ i ≤ n− 1)

(fn−1, fn−2, · · · , f1) (i = n)

sni (fn−1, fn−2, · · · , f1)
def
= (fn−1, fn−2, · · · , fi+1, id, fi, · · · , f1)

直感的には、BCの構成は可換図式に対して単体を貼る操作である。例えば次の三角形の
図式には二次元単体を貼ることになる。

·
f2

��=
==

==
==

·

f1
@@������� f2◦f1 // ·

定義 1.22. Cを位相圏とする。単体的空間BCの幾何学的実現 |BC|を Cの幾何学的実現
と呼ぶ。
注意 1.23. 普通、単体的空間BCのことは Cのナーヴ (nerve)または神経と呼び、N(C)な
どと書く。今回はこれを幾何学的実現と区別しないため、あえてBCと書いている。圏の
ナーヴはある意味で圏そのものであり、実際、圏 (または一般に∞-圏)を特殊な単体的集
合として定義することもできる。このような扱いは、特に∞-亜群を取り扱う際に便利で
ある。実際、この同一視の下で、∞-亜群とは “Kan複体”そのものである。
もう一つの標準的な単体的空間ECは次のように定義される。

ECn
def
= {(fn, fn−1, · · · , f0) :始域を共有する n+ 1対の射 }

dni (fn, fn−1, · · · , f0)
def
= (fn, fn−1, · · · , f̌i, · · · , f0)

sni (fn−1, fn−2, · · · , f0)
def
= (fn−1, fn−2, · · · , fi, fi, · · · , f1)

直感的には、ECの構成は、始域を共有する射の順序対を頂点の順序対と対応させること
で単体と見なしている。
Gを位相亜群とする。射 p : EG → BGを、次のように定める。(tは終域写像である。)

p0(g0)
def
= t(g0)

pn(gn, gn−1, · · · , g0)
def
= (gn ◦ g−1

n−1, gn−1 ◦ g−1
n−2, · · · , g1 ◦ g

−1
0 ) (n ≥ 1)

命題 1.24.

pn(gn, gn−1, · · · , g0) = pn(hn, hn−1, · · · , h0) ⇔∃ k s.t. hi = gi ◦ k (∀i)

証明. ⇐は明らか。⇒は k
def
= g−1

n ◦ hnとすればよい。

これは、EGに G自身が (右から)作用しており、その商空間がBGであることを意味し
ている。pはその商写像である。これはすなわち、p : EG → BGが “主 G-束”であること
に他ならない。
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2 亜群が定める構造
Bを位相空間、Gを位相群とする。B上のG-束の構造は、適切な同値関係を入れたコ
サイクルの集合H1(B,G)と一対一に対応する。一方、B 上の多様体構造や葉層構造は、
Rn上の擬群構造を用いて定義される。このような構造を一般化して、統一的に扱いたい。
そのためには、位相群と擬群を統一的に扱うことができる、位相亜群が便利である。位相
亜群とは “位相群の作用する空間”の一般化である。
また、幾何学的実現を通して、主束の分類空間と普遍主束を構成する。
主に [2]の Chapter 1.を参考にした。亜群については [3]を読むとよい。構造群を持つ

ファイバー束については、Pantodon Web Site[4]に非常に有用な pdfがあったのだが、最
近出版された [1]らしい。Web上ではもう読めないかもしれない。

2.1 亜群作用とファイバー束
F は位相空間、Gは位相亜群とする。Gが F に右から作用していると仮定し、そのアン
カーを ρと表す。
“F をファイバーに持つファイバー束”を定義したい。しかし、Gの各射は同相写像F → F

を定めるわけではなく、あくまで局所的な力学系を記述しているのみである。つまり、ファ
イバーと呼ぶべきは F ではなく各 ρ−1(x)であり、F はファイバーの連続な族を指定して
いるのである。そのため、自明束を定義するにしても、単に F を直積すればよいというも
のではない。まずは自明束の定義を述べよう。

定義 2.1 (自明束). Bを位相空間とする。Bの G-自明化アンカー †とは、連続写像 ρtri. :

B → G0のことである。この時、B ×G0 F = {(b, x) | ρtri.(b) = ρ(x)}のことを、F にファ
イバー族を持つ自明な G-束と呼ぶ。

例 2.2 (位相群の場合). G0が一点集合 ∗の場合、Gは位相群である。このとき、自明化ア
ンカーは自明な一点写像B → ∗であり、B ×G0 F = B × F である。
一般のファイバー束は自明束の貼り合わせである。

定義 2.3 (ファイバー束). F にファイバー族を持つ G-束 ξ = (E, π,B)とは、位相空間E,

Bおよび連続写像π : E → Bからなる組であって、次のデータを備えたもののことである。
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� �
アトラス Bの開被覆 {Ui}i

自明束の指定 各 Uiの G-自明化アンカー ρi : Ui → G0

自明化写像 同相写像 hi : π
−1(Ui) → Ui ×G0 F で、次の図式を可換にするもの

π−1(Ui)

π

��

hi // Ui ×G0 F

pr1

��
Ui Ui

推移関数 推移関数と呼ばれる連続写像 σij : Uij → G1で、次の図式を可換にするもの

Uij

ρi

~~}}
}}
}}
}

σij

��

ρj

  A
AA

AA
AA

G0 G1t
oo

s
// G0

(1)

(Uij ×G0 F )j

(Uij ×G0 F )i
id×id×σij

//

hj◦h−1
i

44iiiiiiiiiiiiiiii
Uij ×G0 F ×G0 G1

id×µ

OO

(2)

ただし、

Uij = Ui ∩ Uj, µ(x, g) = x · g,
(Uij ×G0 F )k = {(b, x) | ρk(b) = ρ(x)},

Uij ×G0 F ×G0 G1 = {(b, x, g) | ρi(b) = ρ(x) = t(g)}� �
上記のデータを、位相亜群の観点で整理しよう。
まず、開被覆 U = {Ui}iより、位相亜群BU が次のように定まる。

(BU )0
def
=

⨿
Ui × {i}

(BU )1
def
=

⨿
Uij × {(j, i)}

ここで、各 x ∈ Bに対して (x, j, i)を (x, i) → (x, j)なる射と見なしている。さらに、自
明化アンカーと推移関数の組は可換図式 (1)により、位相亜群の射BU → Gを定める。
BU のことをUの Čech亜群と呼び、射BU → Gのことをコサイクルと呼ぶ。ファイバー

束を定めるデータは、コサイクルと自明化写像によって定まり、その条件は、自明化写像
の変換がコサイクルによって表現されていること (可換図式 (2)と対応)である。
逆に、コサイクル BU → G が存在した時、G が作用する任意の F に対し、F にファイ

バー族を持つ G-束を構成することができる。実際、各自明束 Ui ×G0 F → Uiを推移関数
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で貼り合わせればよい。この対応によって、コサイクルとファイバー束は同一視すること
ができる。ただし、実際に一対一の対応を構成するには、それぞれに適切な同値関係を定
める必要がある。

2.2 ファイバー束の同型
まずは自明束の同型の定義を述べよう。

定義 2.4 (自明束の同型). Bを位相空間とし、ρ1, ρ2 : B → G0は G-自明化アンカーとす
る。ρ1と ρ2の間の同型または推移関数とは、連続写像 τ : B → G1で、次の図式を可換に
するもののことである。

B
ρ1

~~}}
}}
}}
}}

τ

��

ρ2

  A
AA

AA
AA

A

G0 G1t
oo

s
// G0

同型変換が存在するとき、ρ1と ρ2は同型であるという。

位相亜群の言葉で言い換えてみよう。位相空間Bはそれ自体が恒等射のみからなる位相
亜群と見なせる。このとき、ρ1, ρ2はそれぞれ位相亜群の射B → Gを定める。同型とは、
この二つの射の間の自然同型のことである。
さて、このような同型 τ が存在した時、ρ1から定まる自明束 (B×G0 F )1 → Bと ρ2から
定まる自明束 (B×G0 F )2 → Bの間には、(b, x) 7→ (b, x · τ(b))によって同相写像が定まる。
このようにして定まる同相写像を G-束の同型と呼ぶ。定義 2.3の推移関数の条件 (2)は、
自明化写像の変換が、推移関数から定まる G-束の同型と一致することを意味している。

次に、構造と両立するチャートを定めよう。

定義 2.5. F にファイバー族を持つ G-束 ξ = (E, π,B)の構造が {Ui, ρi, hi, σij}によって
定まっているとする。ξの構造と両立するチャートとは、開集合 U ⊂ B、U の自明化アン
カー ρU および自明化写像 h : π−1(U) → U ×G0 F からなる三つ組 (U, ρU , h)であって、任
意の iに対してU ∩Ui上で ρU と ρiが同型であり、そこから定まる G-束の同型が hi ◦ h−1

に一致するもののことである。

ここまで定義できれば、一般のファイバー束の同型が定義できる。

定義 2.6. ξk = (Ek, πk, Bk)(k = 1, 2)は F にファイバー族を持つ二つの G-束とする。G-
束の同型 (f, f̂) : ξ1 → ξ2とは、二つの同相写像 f : B1 → B2と f̂ : E1 → E2の組であっ
て、次を満たすもののことである。

• 次の図式が可換である。
E1

π1

��

f̂ // E2

π2

��
B1

f // B2
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• 任意の b ∈ B1に対し、構造と両立する b周りのチャート (U1, ρ1, h1)と、f(b)周り
のチャート (U2, ρ2, h2)が存在し、次を満たす。

– U2 = f(U1)

– ρ1と ρ2 ◦ f が同型で、そこから定まる G-束の同型が (f × id)−1 ◦ h2 ◦ f̂ ◦ h−1
1

に一致する。ただし、f × id : U1 ×G0 F → U2 ×G0 F が同相写像であることに
注意。

2.3 忠実な作用
(f, f̂) : ξ1 → ξ2が G-束の同型であるとは、“(局所的に)f̂ を実現する推移関数の存在”を
要請してることに他ならない。しかし、そのような推移関数は (f, f̂)のみから一意的に定
まるわけではない。位相群の場合で次の自明な例を見てみよう。
F を位相空間、Gを非自明な位相群とし、Gは F に自明に右から作用しているとする。

つまり、x · g def
= xによって作用を定める。この時、任意の同相写像 f : B1 → B2 に対

し、f と f × id : B1 × F → B2 × F の組はG-束の同型である。この時、任意の連続写像
σ : B1 → Gに対し (f × id)(b, x) = (f(b), x · σ(b))が成り立ってしまう。
そこで、G-束の同型と呼ぶべき対象は二つの連続写像の組 (f, f̂)ではなく、そこに推移
関数のデータを加えたものとみるべきだろう。上記の自明な例でいえば、二つの異なる
σ1, σ2 : B1 → Gに対し、(f, f̂ , σ1)と (f, f̂ , σ2)を区別するのである。
しかし、通常このような議論は非常に勝手が悪い。そこで、推移関数が (f, f̂)のみから
一意的に定まるための十分条件を与えたい。上記の例では、Ker[G → Homeo(F )]が非自
明であるために起こる現象である。作用が “忠実”であれば、このような問題は起こらない
のである。一般に、位相亜群の作用に対しても忠実性を定義することができる。これを見
よう。

F は位相空間、G は位相亜群とする。G が F に (右から)作用していると仮定し、その
アンカーを ρと表す。位相亜群 Fib(F, ρ)を次で定める。

Fib(F, ρ)0
def
= G0

Fib(F, ρ)1
def
= {ρ−1(x) → ρ−1(y)なる連続写像 |x, y ∈ G0}

この時、位相亜群の間の (反変な)射 G → Fib(F, ρ)が自然に定まる。

定義 2.7. Gの F への作用が忠実であるとは、上記の射 G → Fib(F, ρ)が単射になること
である。

任意に位相亜群作用が存在した時、それと同等な忠実な作用に置き換えることができる。
実際、Im[G → Fib(F, ρ)]を新たに Gと置き換えればよい。

2.4 被覆ホモトピー定理の崩壊
構造群Gを持つファイバー束に対し、次の定理がよく知られている。
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定理 2.8 (被覆ホモトピー定理). ξ = (E, π,B)はG-束とし、X はパラコンパクト・ハウ
スドルフ空間とする。さらに、次の図式が可換とする。

E

π

��
X

f //

f̃
>>}}}}}}}
B

ここで、H0 = f なるホモトピーHt : X → Bが存在するならば、H̃0 = f̃ なるホモトピー
H̃t : X → Eで次の図式を可換にするものが存在する。

E

π

��
X

Ht //

H̃t

>>}}}}}}}
B

この定理は、ファイバー束が Serre束であることを主張する重要な定理である。しかし
これは、位相亜群が作用するファイバー族を考えたとき、一般には成り立たない。

例 2.9.
G1 = R× I

G0 = I

s(v, x) = t(v, x) = x

(v, x) · (u, x) = (v + u, x)

によって位相亜群 Gを定める。これを次の同値関係で割った商亜群をHとする。

(v, x) ∼ (u, x) ⇔


x = 0, v = u

または
x 6= 0, x(v − u) ∈ Z

ρをHの始域写像とすれば、Hは F = H1に右作用を持つ。このとき、id : I(= B) → I

を自明化アンカーとして、ρ(= π) : F (= E) → Bはそれ自身が自明なH-束である。ここ
で、Ht : S

1 → BをHt(θ) = tによって定め、f = H1とする。また、S1 = R/Zと同一視
することにより、f̃ : S1 → Eを f̃(θ) = (θ, 1)によって定める。このとき、次の図式を可
換にする。

E

π

��
S1 f //

f̃
>>}}}}}}}
B

一方、H̃1 = f̃ なるホモトピー H̃t : X → Eで次の図式を可換にするものは、t = 0の周り
で存在しない。

E

π

��
S1 Ht //

H̃t

>>}}}}}}}
B
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これを示すため、もしもこのような H̃tが存在したと仮定して、次の図式を考える。

S1 × {0} H̃0 //
� _

��

E

S1 × I
H̃ // E

S1 × {1} H̃1 //
?�

OO

E

基本群をとると、次の図式がとれる。

Z
π1(H̃0)

0
// Z

Z
π1(H̃)

∼=
// Z

Z
π1(H̃1)

∼=
// Z

π1(H̃1)が同型だから、π1(H̃)および π1(H̃0)も同型でなければならない。しかし、H̃0 :

S1 → π−1(0) → Eと π−1(0) ∼= Rより、π1(H̃0) = 0でなければならない。これは矛盾で
ある。
上記の例は、π−1(0)と π−1(1)がホモトピー同値でないところがキモである。同じアイ
デアにより、構造群Gを持つファイバー束についてよく知られた次のような定理も、一般
には成り立たない。

定理 2.10. B1, B2はパラコンパクト・ハウスドルフ空間とする。B1とB2がホモトピッ
クならば、B1上のG-束とB2上のG-束の間には一対一の対応がある。

定理 2.11. 分類空間と呼ばれる位相空間 BGが存在し、次を満たす。任意のパラコンパ
クト・ハウスドルフ空間 Bに対し、B上のG-束と B → BGのホモトピー類の間には一
対一の対応がある。

定理 2.11の一般化はそのままの形では成り立たないが、適切な修正が可能である。ま
た、構造亜群の対象空間に離散位相が入っているなど特殊な場合には、多くの議論がその
まま成り立つ。
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