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　イソトピーは通常、閉区間 I 上のファイバーの埋め込みとして定義される．一方，いくつかの文献では

space of embeddings上の”曲線”として定義されているが，これらの定義が同値であるか否かについてはあ

まり注意が払われていないように思う．今回は実際にその反例を構成し，二つの定義が同値でないことを紹介

する．しかし，定義域がコンパクトであるか，余次元が 0かつ定義域が境界を持たないとき，これらの定義の

同値性は容易に示せる．よって，例えば結び目理論等を研究する上ではこれらを区別する必要はない．

　

M,N を Cr 級多様体（0 ≤ r ≤ ∞）とする．また，I = [0, 1]とし，t ∈ I に対して p 7→ (p, t)を tで表す．

定義１ (イソトピーの二つの定義)

二つの Cr 級写像 f0f1 : M → N のイソトピーとは，埋め込み F̂ : M × I → N × I であって，次の図式を

可換にするものとする．
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二つのCr級写像 f0f1 : M → N の弱イソトピーとは，f0と f1のホモトピーF : M×I → N ; (p, t) 7→ Ft(p)

であって，すべての tに対して Ft : M → N が埋め込みとなるものとする．

今，F̂ : M × I → N × I および F : M × I → N ; (p, t) 7→ Ft(p) が与えられたとして，さらに

F̂ (p, t) = (Ft(p), t)を満たすとする．

命題２
(i) F̂ がイソトピー ⇒ F が弱イソトピー

(ii) F が弱イソトピー ⇒ F̂ は単射であり，r ≥ 1の時ははめ込みでもある．

一般に，M がコンパクト ⇒ F̂ は閉写像．

dimM = dimN かつ ∂M = ϕ ⇒ F̂ ははめ込みならば開写像．

が成り立つので，特にこの場合は F̂ がイソトピー ⇐⇒ F が弱イソトピー
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反例の構成

補題３
∃θ : R → R で，次を満たすものが存在する．

(i) θ は C∞ 級．

(ii) |x| ≥ 1
2 ならば θ(x) = 0．

(iii) ∀x ∈ Rに対して θ(x) = θ(−x)．

(iv) − 1
2 < x < 0ならば θ′(x) > 0．

(v)
∫∞
−∞ θ(x)dx = 1．

∵　 θ(x) :=

exp(− 4
1−4x2 ) (|x| < 1

2 )

0 (|x| ≥ 1
2 )
とすればよい．□

補題４
∃h : R → R2 で，次を満たすものが存在する．

(i) hは C∞ 級．

(ii) ∀ϵ ∈ (0, 5)に対し，hの (0, 5− ϵ)への制限は埋め込み．

(iii) h(1) = h(5)．

∵ x = 1, 5で交差する連続写像を軟化子 θ で smoothingすればよい．□

定理５
∃F̂ : (−∞, 1)× I → R2 × I および ∃F : (−∞, 1)× I → R2; (p, t) 7→ Ft(p)であって，

F̂ (p, t) = (Ft(p), t)と，次を満たすものが存在する．

(i) F̂ および F は C∞ 級．

(ii) F̂ はイソトピーではない．

(iii) F は弱イソトピーである．

∵　 ft(x) :=
t

1−x + 1
2−x , αt(x) := (5− t) x

1+x として，

(−∞, 1)× I
f̂ // (0,∞)× I

α̂ // (0, 5)× I
h×idI // R2 × I

なる合成を F̂ とすればよい．□
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