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0 導入

1889年、4次元多様体上の完全不可積分な 2次元分布は局所的にすべて同型であること
が、Engelによって示された。[3] この形の定理は、シンプレクティック幾何や接触幾何の
世界ではよく知られている通り、いわゆるDarbouxの定理と呼ばれるものである。この結
果は、一般的に外微分形式系について知られていた Darbouxの定理の中でも独立してお
り、不思議な結果ではあったものの、当時はそれほど注目されるまでには至らなかったよ
うである。その後の 1993年、Montgomeryは、n次元多様体上の階数 kの分布が “安定”

ならば、不等式 k(n− k) ≤ nを満たさなければならないことを示した。[8] この不等式を
具体的に解くと、k = 1または k = n− 1または (n, k) = (4, 2)となる。(n, k) = (4, 2)に
相当するものが Engel構造である。以来、Engel多様体の研究は少しづつ増え始め、トポ
ロジーの世界でいくつかの結果が示された。[9] [5] [1] [6] その後、Vogelによって Engel

構造の存在問題が解かれた [10] ことにより、Engel多様体は大きく注目されることとなっ
た。近年では h-原理が発見される [2] など、今後の発展が期待される対象である。

1 偶接触構造

1.1 定義と同値な特徴づけ

定理 1.1.1. V はm次元ベクトル空間、ωは V 上の交代双線形形式とする。このとき、V
の基底 u1, · · · , uk, e1, · · · , en, f1, · · · , fn (m = k + 2n)で、ω = e∗1 ∧ f∗1 + · · ·+ e∗n ∧ f∗n と
表せるものが存在する。

証明. 初等的な線形代数なので省略する。[13] などを参照。

系 1.1.2. V は 2n次元ベクトル空間、ωは V 上の交代双線形形式とする。以下は同値で
ある。

(1) V → V ∗; v 7→ ω(v, ·)が全単射である。

(2) V の基底 e1, · · · , en, f1, · · · , fnで、ω = e∗1 ∧ f∗1 + · · ·+ e∗n ∧ f∗nと表せるものが存在
する。

(3) ωn(= ω ∧ · · · ∧ ω) ̸= 0である。

系 1.1.3. V は 2n− 1次元ベクトル空間、ωは V 上の交代双線形形式とする。以下は同値
である。

(1) V → V ∗; v 7→ ω(v, ·)の階数が 2n− 2である。

(2) V の基底 u1, e1, · · · , en−1, f1, · · · , fn−1で、ω = e∗1 ∧ f∗1 + · · ·+ e∗n−1 ∧ f∗n−1と表せ
るものが存在する。

(3) ωn−1 ̸= 0である。

証明. (1) ⇔ (2) ⇔ (3)
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定義 1.1.4 (接触多様体). M は 2n+ 1次元多様体とする。
M 上の接触形式 (contact form)とは、M 上の一次微分形式 αであって、いたる所で

α ∧ dαn ̸= 0を満たすもののことである。
M 上の接触構造 (contact structure)とは、接束の部分束 ξ ⊂ TM（これを分布 (distri-

bution)という）であって、階数は 2nで、局所的に接触形式 αを用いて ξ = Ker(α)と書
けるもののことである。
奇数次元多様体M とM 上の接触構造 ξの組 (M, ξ)を接触多様体という。
(M1, ξ1), (M2, ξ2)は接触多様体とする。接触準同型 f : (M1, ξ1) → (M2, ξ2)とは、局所
微分同相写像 f :M1 →M2であって、各点で df(ξ1) = ξ2となるもののことである。

命題 1.1.5. Mは2n+1次元多様体、αはM上の一次微分形式とする。さらに、ξ def
= Ker(α)

とする。以下は同値である。

(1) ξは接触構造である。

(2) αは接触形式である。

(3) いたる所で dαn|ξ ̸= 0である。

(4) ξ → ξ∗; v 7→ dα(v, ·)が全単射である。

証明. (1) ⇔ (2) ⇔ (3) ⇔ (4)

証明はすべて簡単だが、今後の議論にかかわるので (1) ⇔ (2)のみ示す。(1) ⇐ (2)は
明らか。(1) ⇒ (2)を示す。
ξが接触構造であったとすると、局所的に接触形式 βを用いて ξ = Ker(β)と書ける。ξ

の定義よりKer(α) = ξ = Ker(β)である。よって、いたる所 0にならない関数 hを用い
て α = hβと書ける。この時、α ∧ dαn = hβ ∧ (dh ∧ β + hdβ)n = hn+1β ∧ dβn ̸= 0

注意 1.1.6. M は 3次元多様体、ξ ⊂ TM は階数 2の分布とする。
ξ が接触構造であるための必要十分条件は、いたる所で dα|ξ ̸= 0なる局所的に定義さ

れた微分形式 αの核となることである。よく知られた公式 dα(X,Y ) = d(α(Y ))(X) −
d(α(X))(Y )− α([X,Y ])により、上記の条件は ξ + [ξ, ξ] = TM と同値である。

定義 1.1.7 (偶接触多様体). Eは 2n次元多様体とする。
E上の偶接触形式 (even contact form)とは、E上の一次微分形式 αであって、いたる

所で α ∧ dαn−1 ̸= 0を満たすもののことである。
E 上の偶接触構造 (even contact structure)とは、階数 2n − 1の分布 E ⊂ TM であっ
て、局所的に偶接触形式 αを用いて E = Ker(α)と書けるもののことである。
偶数次元多様体EとE上の偶接触構造 E の組 (E, E)を偶接触多様体という。
(E1, E1), (E2, E2)は偶接触多様体とする。偶接触準同型 f : (E1, E1) → (E2, E2)とは、局
所微分同相写像 f : E1 → E2であって、各点で df(E1) = E2となるもののことである。

命題 1.1.8. Eは 2n次元多様体、αはE上の一次微分形式とする。さらに、E def
= Ker(α)

とする。以下は同値である。

(1) E は偶接触構造である。
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(2) αは偶接触形式である。

(3) いたる所で dαn−1|E ̸= 0である。

(4) E → E∗; v 7→ dα(v, ·)の階数が 2n− 2である。

証明. (1) ⇔ (2) ⇔ (3) ⇔ (4)

注意 1.1.9. Eは 4次元多様体、E ⊂ TEは階数 3の分布とする。
E が偶接触構造であるための必要十分条件は、いたる所で dα|E ̸= 0なる局所的に定義

された微分形式 αの核となることである。公式 dα(X,Y ) = d(α(Y ))(X)− d(α(X))(Y )−
α([X,Y ])により、上記の条件は E + [E , E ] = TEと同値である。

1.2 特性葉層

命題 1.2.1. (E, E)を偶接触多様体とする。このとき、階数 1の分布 ∃!L ⊂ E であって、
[L, E ] ⊂ E を満たすものがただ一つ存在する。

証明. E → E∗; v 7→ dα(v, ·)の核を Lとすれば、これは偶接触形式 αの取り方によらな
い。

定義 1.2.2. 上記のLを偶接触多様体 (E, E)の特性葉層 (characteristic foliation)と呼ぶ。

注意 1.2.3. [X,X] = 0であることから、階数 1の分布は常に積分可能である。すなわち、
このような分布は常に葉層 (foliation)を定める。

命題 1.2.4. (E, E)を 2n次元偶接触多様体、Lを (E, E)の特性葉層とする。さらに、2n−1

次元部分多様体M ⊂ E が Lと横断的に交わっているとする。この時、ξ def
= TM ∩ E は

M 上の接触構造である。

証明. 局所的に偶接触形式 αを用いて E = Ker(α)と表せば、下図より明らか。

ξ

v 7→dα(v,·)
��

� � // E ∼= ξ ⊕ L

v 7→dα(v,·)
��

L

0
��

_?
oo

ξ∗ E∗ ∼= ξ∗ ⊕ L∗oooo // // L∗

命題 1.2.5. (E, E)を 2n次元偶接触多様体、Lを (E, E)の特性葉層とする。Lに接する
任意のベクトル場X ∈ Γ(L)に対して、X の定める局所フロー ρt = Exp(tX)は偶接触構
造 E を保つ。

証明. 局所的に偶接触形式 αを用いて E = Ker(α)と表す。これから示すべきことは、

ρ∗tα = htα (∃ht :時間に依存する関数) (1)

である。
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リー微分を計算するとLXα = (diX + iXd)α = dα(X, ·) ∈ Ker[T ∗E → E∗]となる。今、
< α >⊂ Ker[T ∗E → E∗]であるが、階数を比べれば < α >= Ker[T ∗E → E∗]である。
よって、次の式を得る。

LXα = fα (∃f :関数) (2)

ρ∗tLXα = d
dtρ

∗
tαを用いて、(1)の未知関数 htが満たすべき微分方程式を求める。

d

dt
htα = (f ◦ ρt)ρ∗tα = (f ◦ ρt)htα

より、
d

dt
ht = (f ◦ ρt)ht, h0 = 1

である。これは具体的にht = exp(
∫ t
0 f ◦ρsds)と解ける。この時、確かに (1)を満たす。

1.3 特性葉層の葉空間

(1.2.4)と (1.2.5)より、特性葉層の葉空間E/Lは接触構造 E/Lを持つ。ただし、一般に
葉層の葉空間は多様体であるとは限らない。ここでは詳しく説明しないが、葉層構造論に
おける局所安定性定理により、古典的には次のような十分条件が知られている。（[12] な
どを参照。）

定理 1.3.1. X は多様体、F はX 上の葉層構造とする。

(1) F は、すべての葉がコンパクトであるとする。この時、すべてのホロノミー群が有
限ならば、葉空間は orbifoldである。

(2) 上の状況で、さらにすべてのホロノミー群が自明ならば、葉空間は多様体である。

さらに、Lie亜群の理論を用いることにより、必要十分条件を記述することもできる。こ
の文脈では、orbifoldとは “proper かつ étale な Lie亜群”と定義される。また、任意の葉
層の葉空間は étale な Lie亜群とみなせる。（[7] などを参照。）

定理 1.3.2. X は多様体、F はX 上の葉層構造とする。

(1) ホロノミー亜群が固有 (proper)の時、かつその時に限り、葉空間は orbifoldである。

(2) ホロノミー亜群が固有かつ自由の時、かつその時に限り、葉空間は多様体である。

2 Engel構造

2.1 Engel構造の定義

定義 2.1.1. E を 4次元多様体、D ⊂ TE を分布とする。D を切断の層と同一視して、
D2 :

def
= D + [D,D],D3 :

def
= D2 + [D2,D2]とする。

DがE上の Engel構造であるとは、rank(D) = 2, rank(D2) = 3, rank(D3) = 4をみた
すことである。4次元多様体と Engel構造の組 (E,D)を Engel多様体という。
(E1,D1), (E2,D2)は Engel多様体とする。Engel準同型 f : (E1,D1) → (E2,D2)とは、

局所微分同相写像 f : E1 → E2であって、各点で df(D1) = D2となるもののことである。
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(E,D)を Engel多様体とすると、E def
= D2は偶接触構造である。これを (E,D)の偶接

触構造と呼ぶことにする。4次元偶接触多様体 (E, E)の特性葉層を、(E,D)の特性葉層と
呼ぶ。
(1.2.4)より、特性葉層に横断的に交わる 3次元部分多様体M は接触構造 TM ∩ E を持

つ。さらに、Eが Engel構造を持つ場合、Legendrian葉層 TM ∩ Dを持つ。

2.2 完備旗としてのEngel構造

命題 2.2.1. (E,D)をEngel多様体、Lを (E,D)の特性葉層とする。このとき、L ⊂ Dで
ある。

証明. 局所的にD ⊂ E の補空間 V をとり、また E = Ker(α)と表す。E ̸⊂ E2より、

∃X,Y ∈ Γ(E) s.t. α([X,Y ]) ̸= 0

と表せる。E = D ⊕ V より、

X = X1 + u, Y = Y1 + v (X1, Y1 ∈ Γ(D);u, v ∈ Γ(V ))

と表せる。

0 ̸= α([X,Y ]) = α([X1 + u, Y1 + v]) = α([X1, v]) + α([u, Y1])

であるので、α([X1, v]) ̸= 0または α([u, Y1]) ̸= 0となるが、どちらの場合も次を得る。

∃X0 ∈ Γ(D);∃ u0 ∈ Γ(V ) s.t. α([X0, u0]) ̸= 0

すなわち、D ↪→ E → (E)∗ ↠ V ∗;Z 7→ dα(Z, ·)は全射である。よって、Ker[D → V ∗] ⊂ L
の階数を比べると、Ker[D → V ∗] = Lなので、L ⊂ Dである。

(2.2.1)により、完備旗 (complete flag)“0 ⊂ L ⊂ D ⊂ E ⊂ TE”が定まる。Engel構造は
分布Dとしての構造以上に、この完備旗の構造が重要である。
Engel多様体 (E,D)について、次の二つの写像は well-definedであり、Engel構造の定
義より 0でない。階数を比べると、これらは同型である。

D ∧D → E/D;X ∧ Y 7→ [X,Y ]

(E/L) ∧ (E/L) → TE/E ; X̄ ∧ Ȳ 7→ [X,Y ]

命題 2.2.2. (E,D)を Engel多様体とする。E def
= D2には標準的な向きが存在する。

証明. D ∧D ∼= E/Dより、次の短完全列が存在する。

0 → D → E → D ∧D → 0

よって、DとD ∧Dの（局所的な）向きを指定すると、E の（局所的な）向きが自然に
定まる。ここで、Dの向きを定めるとD∧Dの向きも定まり、Dの向きを逆向きにとれば
D∧Dも逆向きになる。しかし、これらの向きの組が E へ自然に導く向きは等しい。すな
わち、Dの向きの選び方によらず E の向きが一つ自然に定まる。
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命題 2.2.3. (E,D) を Engel 多様体とする。TE と D がどちらも向き付け可能ならば、
TE ∼= E × R4（def⇔ Eは平行化可能）である。

証明. TE ∼= L⊕ (D/L)⊕ (E/D)⊕ (TE/E)と直線分解する。直線束は向き付け可能な時、
かつその時に限り、自明である。よって、各 L, (D/L), (E/D), (TE/E)が向き付け可能で
あれば TE は自明である。そのためには、各 L,D, E , TE が向き付け可能であればよい。
仮定と (2.2.2)より、D, E , TE は向き付け可能である。あとは、Lが向き付け可能であれ
ばよい。
今、(E/L)∧ (E/L) ∼= TE/E は向き付け可能である。よって、E/Lが向き付け可能であ

る。結局、Lが向き付け可能であるので、Eは平行化可能である。

(2.2.3)の逆問題、“E が平行化可能ならば Engel構造を許容するか？”という問題を、
Eがコンパクトな場合に解決したのが T. Vogelである。[10] この問題の解決には h-原理
(h-principle)の手法が期待されていたが、Vogelは roundハンドル分解と貼り合わせの議
論を用いてこれを解いた。その後、R. CasalsやA. del Pinoら 4名によりEngel構造に関
する h-原理の存在が示された [2] ことで、Vogelの結果は一般化された。彼らの示した h-

原理とは、“形式的 Engel構造 (formal Engel structure)”と呼ばれる完備旗は Engel構造
にホモトピックである、というものであった。

定義 2.2.4. 完備旗 “0 ⊂ L ⊂ D ⊂ E ⊂ TE”が形式的 Engel構造であるとは、D ∧ D ∼=
E/D, (E/L) ∧ (E/L) ∼= TE/E なる同型が存在することである。

2.3 Cartan延長と展開写像

(M, ξ)は 3次元接触多様体とする。E = P(ξ) def
=

⨿
x∈M

P(ξx) = (ξ − 0)/R×は接触構造 ξ

の射影化とし、π : E →M は自然な射影とする。 E上の階数 2の分布Dを次のように定
める。
各 l ∈ E with π(l) = xに対し、l ⊂ P(ξx)は原点を通る直線である。そこで、Dl

def
=

dπ−1
l (l) ⊂ TlEとする。

同様に、E′ = S(ξ) def
= (ξ− 0)/R>0とする。E′はE上の 2-被覆空間である。 E′上の階

数 2の分布D′をDの引き戻しとして定義する。π′ : E′ →M は自然な射影とする。

命題 2.3.1. 　

(1) 上記のD,D′はE,E′上の Engel構造である。

(E,D), (E′,D′)の偶接触構造を E , E ′とし、特性葉層を L,L′とする。

(2) E = dπ−1(ξ), E ′ = (dπ′)−1(ξ)である。

(3) L = Ker(dπ),L′ = Ker(dπ′)である。

証明. (E,D)についてのみ示せばよい。まず、M 上で局所的に議論すれば十分なので、
ξ =< X,Y >と表してよい。この時、

M × S1 → E; (x, θ) 7→< cos(
θ

2
)Xx + sin(

θ

2
)Yx >
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は微分同相写像である。この同一視によって、E上のベクトル場u
def
= cos( θ2)X+sin( θ2)Y, v

def
=

− sin( θ2)X + cos( θ2)Y を定める。（これは局所的には well-definedである。）

D(x,θ) = dπ−1
l (< cos(

θ

2
)Xx + sin(

θ

2
)Yx >)

= < ∂θ, u(x,θ) >

が各点で成り立つので、D =< ∂θ, u >である。[∂θ, u] =
1
2vより、D2 =< ∂θ, u, v >=<

∂θ, X, Y >= dπ−1(ξ)である。ξ が接触構造であることから、これは偶接触構造である。
よって、DはEngel構造である。また、[∂θ, X] = [∂θ, Y ] = 0より< ∂θ >= Ker(dπ)は特
性葉層である。

定義 2.3.2 (Cartan延長). 　

(1) (2.3.1)の (E,D)をM, ξ)の Cartan延長 (Cartan prolongation)と呼ぶ。以下、こ
れを P(M, ξ)と表す。

(2) (2.3.1)の (E′,D′)をM, ξ)の向き付けられたCartan延長 (oriented Cartan prolon-

gation)と呼ぶ。以下、これを S(M, ξ)と表す。

注意 2.3.3. (2.3.1)の (3)より、P(M, ξ),S(M, ξ)の特性葉層の葉空間はM である。(1.2.4)

と (1.2.5)より、M は接触構造 E/Lをもつ。(2.3.1)の (2)より、これは ξに一致する。

命題 2.3.4. 関手 (M, ξ) 7→ P(M, ξ)は充満忠実である。

証明. 明らかに忠実である。充満であることを示す。
(M1, ξ1), (M2, ξ2)は3次元接触多様体として、Engel準同型f : P(M1, ξ1) → P(M2, ξ2)を
任意にとる。fは特性葉層を保つので、その葉空間の間の写像としてg : (M1, ξ1) → (M2, ξ2)

を導く。すなわち、gは次の図式を可換にする唯一の写像である。

P(M1, ξ1)

f

��

π1 // // (M1, ξ1)

g

��
P(M2, ξ2)

π2 // // (M2, ξ2)

(1.2.4)と (1.2.5)より、gは接触準同型である。これから、f = Pgを示す。
P(Mi, ξi)のEngel構造をDiと表す。∀l ∈ P(Mi, ξi)に対し、l = dπi((Di)l) ⊂ ξiである。
よって、∀l ∈ P(M1, ξ1)に対し、

f(l) = dπ2((D2)f(l))

= dπ2 ◦ df((D1)l)

= dg ◦ dπ1((D1)l)

= dg(l)

= Pg(l)
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Cartan延長は、ファイバー束構造を持つ Engel多様体のうち”最小”の Engel多様体で
ある。
(E,D)をEngel多様体とする。M は (E,D)の特性葉層の葉空間として、π : E →M は

商写像とする。また、M は多様体であると仮定する。(1.2.4)と (1.2.5)より、M は接触構

造 ξ
def
= E/Lをもつ。

そこで、ϕ : (E,D) → P(M, ξ)を、ϕ(p) def
= dπ(Dp) ⊂ ξπ(p)によって定める。この ϕを

展開写像 (development map)という。

補題 2.3.5. 上記の ϕは Engel準同型である。

証明. E上で局所的に議論すれば十分なので、特性葉層Lに関する葉層近傍をとることに
より、E = R×R3,M = R3,L = TRとしてよい。また、Eの座標を (t, x, y, z) = (t,x) ∈
R× R3で表す。
今、E,M は可縮なので、E上のベクトル場 uおよびM 上のベクトル場X,Y で、D =<

∂t, u >, ξ =< X,Y >を満たすものがとれる。さらに、必要ならば線形変換で置き換える
ことにより、uは TR3に接するとしてよい。
u = fX + gY (f, gはE上の関数)と表せる。よって、ϕ(t,x) =< u(t,x) >は滑らかであ
る。また、必要ならば規格化することにより、

√
f2 + g2 = 1としてよい。(2.3.1)と同様の

同一視により、P(M, ξ) ∼= R3×S1とすると、ϕ(t,x) = (x, θ(t,x))と表せる。ただし、θは
f = cos(12θ), g = sin(12θ)を満たす S1値関数である。すると (∂tθ)

2 = 4(∂tf)
2+4(∂tg)

2で
あるが、(∂tf)X+(∂t)Y = [∂t, u] ̸= 0なので、結局 ∂tθ ̸= 0である。すなわち det(dϕ) ̸= 0

であるので、ϕは局所微分同相写像である。
最後に、dϕ(∂t) = dθ(∂t), dϕ(u) = u+ dθ(u)はどちらも P(M, ξ)の Engel構造に含まれ
る。よって、ϕは Engel構造を保つ。

命題 2.3.6 (普遍性). 別の 3次元接触多様体 (N, ξN )およびEngel局所同相ψ : E → P(ξN )
が存在した時、次の図式を可換にする局所接触同相 ψ̃ :M → N がただ一つ存在する。

E
ϕ //

ψ ##G
GG

GG
GG

GG
G P(M, ξ)

Pψ̃
��

P(N, ξN )

証明. ψが葉空間の間に導く接触準同型を ψ̃とする。∀p ∈ Eに対し、

Pψ̃ ◦ ϕ(p) = dψ̃ ◦ dπ(Dp)

= dπN ◦ dψ(Dp)

= dπN ((DN )ψ(p))

= ψ(p)

逆に、このような性質を満たす別の接触準同型 ψ̃′が存在したとする。上記の可換図式
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より葉空間に導かれる可換図式は、次のようになる。

(M, ξ)

ψ̃ %%JJ
JJ

JJ
JJ

J
(M, ξ)

ψ̃′

��
(N, ξN )

すなわち、ψ̃′ = ψ̃である。よって一意性も示された。

(M, ξ)は3次元接触多様体とする。自然な射影π : P(M, ξ) →Mの切断 s :M → P(M, ξ)

は、(M, ξ)上の Legendrian葉層 s−1(s(TM) ∩ D)を自然に定める。この対応は全単射で
ある。

{Cartan延長の切断 } oo 1:1 // {Legendrian葉層 }

2.4 Darbouxの定理

例 2.4.1. R4上の分布Ker(dy − zdx) ∩Ker(dz − wdx)は Engel構造である。

すべての Engel多様体は、局所的には上記の例の原点周りに同型である。これは所謂
Darbouxの定理と呼ばれる形の主張で、100年以上昔に Engelによって証明された [3] 結
果である。Engel構造の呼び名は彼に由来する。これから、Engel多様体のDarbouxの定
理を証明しよう。ただし、接触多様体のDarbouxの定理は既知のものとする。
まず、局所的に議論すれば十分なので、特性葉層に関する葉層近傍をとることにより、
特性葉層の葉空間は多様体としてよい。すると、展開写像が定義できるので、任意のEngel

多様体は局所的にはある接触多様体の Cartan延長に同型であることがわかる。さらに、
接触多様体に関する Darbouxの定理より、葉空間は局所的には標準的な接触構造に同型
である。後は、葉空間の点を一つ固定した時、その上のファイバーの任意の二つの点が互
いに同型で移り合うことが示されれば十分である。

R3 上の分布 ξstd
def
= Ker(dz + xdy − ydx)は接触構造である。X def

= ∂x + y∂z, Y
def
=

∂y − x∂z とすると、ξstd =< X,Y > である。uθ
def
= cos(12θ)X + sin(12θ)Y とすると、

R3 × S1 ∼= P(R3, ξstd)なる同型は (x, θ) 7→< (uθ)x >によって与えられる。
各Θ ∈ S1に対して ηΘ : (R3, ξstd) → (R3, ξstd)を、

ηΘ(x, y, z)
def
= (x cos(Θ)− y sin(Θ), x sin(Θ) + y cos(Θ), z)

によって定めると、これは接触同型である。
これらは原点において、X0 = ∂x, Y0 = ∂y, (ξstd)0 =< ∂x, ∂y >, (dηΘ)0(uθ) = u2Θ+θ と
なる。すなわち、PηΘ : R3 × S1 → R3 × S1は PηΘ(0, θ) = (0, 2Θ + θ)を満たす。
以上より、任意の ∀θ1, θ2 ∈ S1に対し、ある ∃Θ ∈ S1が存在して、PηΘ(0, θ1) = (0, θ2)

を満たす。
まとめると、次が示されたことになる。

定理 2.4.2 (F. Engel). (E,D)を Engel多様体とし、任意の点 p ∈ Eをとる。この時、p
まわりのチャート (U ;x, y, z, w)であって、D|U = Ker(dy − zdx) ∩Ker(dz − wdx)を満
たすものが存在する。
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2.5 展開写像の一般化

(2.3)では、特性葉層の葉空間が多様体になる場合のみ扱った。しかし、(1.3)の通り、
orbifoldの言葉を用いればより多くの、Lie亜群の言葉を用いればすべての Engel多様体
に対して展開写像を定義することができる。ただし、orbifoldや Lie亜群の圏の射は定義
が少し複雑であるので、ここでは定義しない。詳しくは [7] などを参照するとよい。

定義 2.5.1. すべての射が逆射を持つ圏のことを亜群 (groupoid)という。より具体的には、
亜群とは次の 7つのデータ G = (G0,G1, s, t, i, inv, comp)からなり、可換図式によって定
義される適切な公理を満たすものである。

• G0,G1は集合であり、それぞれ対象集合、射集合と呼ばれる。

• s, t : G1 → G0, i : G0 → G1, inv : G1 → G1は写像であり、それぞれ始域、終域、単位
射、逆射と呼ばれる。

• comp : G2 → G1は演算（すなわちこれも写像）であり、合成と呼ばれる。ただし、
G2

def
= G1 ×G0 G1 = {(g, h) ∈ G2

1 | s(g) = t(h)}である。

定義 2.5.2. Lie亜群とは、亜群 G = (G0,G1, s, t, i, inv, comp)であって、次を満たすもの
のことである。

• G0,G1は多様体である。

• s, t : G1 → G0, i : G0 → G1, inv : G1 → G1は滑らかな写像であり、s, tはさらに（全
射）沈め込みである。

• 上記の条件により G2も多様体であるが、comp : G2 → G1も滑らかである。

各 x ∈ G0に対して Gx
def
= (s× t)−1(x, x) ⊂ G1は群の構造を持つが、これを Gの xにお

ける等方群 (isotoropy group)または局所群 (local group)と呼ぶ。

例 2.5.3. G↷MはLie群の作用する多様体とする。この時、G0
def
= M,G1

def
= G×M, s(g, x)

def
=

x, t(g, x)
def
= g · xとすると、G def

= (G0,G1)は Lie亜群である。

定義 2.5.4. 　

• Lie亜群Gが étaleであるとは、s, tが局所微分同相写像であることである。（dim(G0) =

dim(G1)と定義してもよい。）

• Lie亜群が固有 (proper)であるとは、s× t : G1 → G0 × G0が固有写像であることで
ある。

• Lie亜群が自由 (free)であるとは、s× t : G1 → G0 × G0が単射であることである。

• étaleかつ固有な Lie亜群を orbifoldと呼び、自由な orbifoldを多様体と呼ぶ。
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定義 2.5.5. 接触 (étale) Lie亜群とは、Lie亜群 Gであって、G0,G1が接触多様体であり、
s, tが接触準同型であることである。
Engel (étale) Lie亜群とは、Lie亜群 Gであって、G0,G1が Engel多様体であり、s, tが

接 Engel準同型であることである。
接触 étale Lie亜群 G が正 (positiv)であるとは、各点 x ∈ G0 で等方群の、接触構造の

ファーバーへの作用 Gx↷ξxが向きを保つことである。
3次元接触 étale Lie亜群 Gに対し、P(G) def

= (P(G0),P(G1))を GのCartan延長と言い、

S(G) def
= (S(G0),S(G1))を Gの向き付けられた Cartan延長と言う。

P(G)は Engel étale Lie亜群である。これが orbifoldであるための必要十分条件は、G
が orbifoldであることである。

命題 2.5.6. Gを 3次元接触 étale Lie亜群とする。Gが固有である時、かつその時に限り、
P(G)は固有である。

証明. 次の可換図式より明らか。

P(G1)
固有 //

s×t
��

G1

s×t
��

P(G0)× P(G0)
固有 // G0 × G0

例 2.5.7. ξstd
def
= Ker(dz + xdy − ydx)は R3 上の接触構造である。ϕn, ψ : (R3, ξstd) →

(R3, ξstd) を ϕn
def
= η 2π

n
, ψ(x, y, z)

def
= (x,−y,−z) で定めると、これは接触同型である。

Gn,std
def
=< ϕn, ψ >

↷(R3, ξstd) と Hn,std
def
=< ϕn >

↷(R3, ξstd)は有限群の接触作用であ
る。よって、(2.5.3)により3次元接触 étale Lie亜群が定まる。これは固有であるので、3次元
接触 orbifoldである。Gn,std↷(R3, ξstd)からは正でない接触 orbifoldが、Hn,std

↷(R3, ξstd)

からは正である接触 orbifoldが得られる。

orbifoldは、局所的には有限群の作用する多様体G↷U に同型である。この時、U 上の
リーマン計量であって、Gの作用について不変であるものが存在する。（実際、U 上の勝
手なリーマン計量をGで平均化すればよい。）すなわちGは直交群の部分群である。
3次元接触 orbifoldの場合、Gは接触構造を保つので、これは 3次直交群の部分群で

あって、平面を保つものに同型である。すなわち、3次元接触 orbifoldの等方群は、すべ
て (2.5.7)のいずれかに同型である。あとは通常の接触多様体と同様、Moserのトリック
[4] により、次の定理を得る。

定理 2.5.8 (接触 3-orbifoldのDarbouxの定理). すべての 3次元接触 orbifoldは、局所的
には (2.5.7)の原点周りに同型である。

一般に 3次元接触 étale Lie亜群のCartan延長はEngel étale Lie亜群となるため、展開
写像は Engel多様体の圏をはみ出してしまう。Engel多様体の圏で上手く閉じるための条
件は、次の定理で与えられる。
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定理 2.5.9 (Y. [11]). Gを 3次元接触 étale Lie亜群とする。

(1) Gが正かつ固有かつすべての等方群の位数が奇数の時、かつその時に限り、P(G)は
多様体である。

(2) Gが正かつ固有の時、かつその時に限り、S(G)は多様体である。

定理の証明は、(2.5.6) , (2.5.8)より、次の補題に帰着される。

補題 2.5.10. (1) Gn,std
↷P(ξstd)0, Gn,std↷S(ξstd)0は自由ではない。

(2) nが奇数の時、かつその時に限り、Hn,std
↷P(ξstd)0は自由である。

(3) Hn,std
↷S(ξstd)0は常に自由である。

証明. 定義を思い出しておこう。
ξstd = Ker(dz + xdy − ydx), Gn,std =< ϕn, ψ >,Hn,std =< ϕn >,ϕn(x, y, z) =

(x cos(2πn )− y sin(2πn ), x sin(2πn ) + y cos(2πn ), z), ψ(x, y, z) = (x,−y,−z)
特に、(ξstd)0 = Ker(dz) =< ∂x, ∂y >.

(1) dψ(∂x) = ∂xより明らか。

(2),(3) vθ
def
= (cos θ)∂x + (sin θ)∂yと置く。P(ξstd)0と S(ξstd)0は vθによって生成される。

θ1 ≡ θ2 mod π の時、かつその時に限り、vθ1 ≡ vθ2 in P(ξstd)0 である。同様に、
θ1 ≡ θ2 mod 2πの時、かつその時に限り、vθ1 ≡ vθ2 in S(ξstd)0である。

dϕn(vθ) = (cos θ cos(
2π

n
)− sin θ sin(

2π

n
))∂x + (cos θ sin(

2π

n
) + sin θ cos(

2π

n
))∂y

= cos(θ +
2π

n
)∂x + sin(θ +

2π

n
)∂y

= vθ+ 2π
n
.

よって、

dϕkn(vθ) ≡ vθ in P(ξstd)0 ⇔ 2k ≡ 0 mod n.

dϕkn(vθ) ≡ vθ in S(ξstd)0 ⇔ k ≡ 0 mod n.

すなわち、Hn,std
↷S(ξstd)0は常に自由である。また、nが奇数の時、Hn,std

↷P(ξstd)0
は自由であり、それ以外の時、Hn,std

↷P(ξstd)0は自由でない。

3 応用

3.1 展開写像による分類

Gは 3次元接触 orbifoldで、P(G)が多様体であったとする。このとき、P(G)上の被覆
空間 ϕ : E → P(G)はE上の Engel構造を導く。さらに、この特性葉層は Gを葉空間とし
て持つ。よって、ϕはEの展開写像に一致する。つまり、展開写像が多様体を終域に持ち、
その上の被覆空間となる Engel多様体の分類は、Cartan延長の上の被覆空間を分類する
ことに帰着される。例えば次のような結果がある。
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定理 3.1.1 (M. Klukas, B. Sahamie [6]). (M, ξ)を 3次元接触多様体とする。オイラー類
e(P(M, ξ)) ∈ H2(M,Z)の Zn係数への簡約 en(P(M, ξ)) ∈ H2(M,Zn)が 0になる時、か
つその時に限り、Cartan延長 P(M, ξ)の上の n-被覆が存在する。このとき、P(M, ξ)の上
の n-被覆の同型類はH1(M,Zn)の元と一対一に対応する。

では、展開写像が多様体を終域に持ち、その上の被覆空間と “ならない”Engel多様体に
ついて、どのようなことが言えるだろうか。例えば、次のようなことが言える。
Aut(E,D)はEngel自己同相群とする。このとき、二つの関手の合成 (E,D) 7→ (E/L, E/L) 7→

P(E/L, E/L)によって、群準同型Φ : Aut(E,D) → Aut(E/L, E/L) ∼= Aut(P(E/L, E/L))
が導かれる。

定理 3.1.2 (Y.). P(E/L, E/L)が多様体で、展開写像が被覆写像でないとする。この時、
上記の Φは単射である。

3.2 境界と貼り合わせ

Eを境界付き多様体とし、DをE上のEngel構造とする。さらに、Eの境界の連結成分
M ⊂ ∂Eが特性葉層に横断的に交わっているとする。この時、M上の接触構造 ξ

def
= TM∩E

および Legendrian葉層 V
def
= TM ∩ Dが定まる。

カラー近傍をとることにより、特性葉層LはM 付近で向き付けられているとしてよい。
すなわち、境界で外向きとなる方向を正としておく。(2.2.2)より Eは向き付けられている
ので、ξ def

= E/Lは向き付けられているとしてよい。

定理 3.2.1. E1, E2を境界付き多様体とし、DiをEi上の Engel構造とする。さらに、Ei
の境界の連結成分Mi ⊂ ∂Eiが特性葉層に横断的に交わっているとする。この時、Mi上の
向き付けられた接触構造 ξi

def
= TMi∩Eiおよび Legendrian葉層 Vi

def
= TMi∩Diが定まる。

f : (M1, ξ1, V1) → (M2, ξ2, V2)は Legendrian葉層を保つ接触同型で、接触構造の向きを
反転させるものとする。このとき、f による貼り合わせ E1 ∪f E2上の Engel構造であっ
て、各Eiの埋め込みが Engel構造を保つようなものがただ一つ存在する。

証明. Legendrian葉層 Viは、Cartan延長 P(Mi, ξi)の切断を定める。この切断の近傍と、
Miのカラー近傍を展開写像によって張り合わせればよい。
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